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A B S T R A C T  

1'11 i s d i s s e r t a t i on  p r e s e n  t s a I g o  I i t t i  m s f o r s o  1 v i 11 g s i t e - s r 1 <,(, t i o i i  

,. a r i d  sirni l a r  f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m s  w i t h  r i p p e r  b o u n d  c o r i s t  i v a i r i t s .  I t i e s c  

p r o t i l e i r i s  t y p i c a l l y  a r i s e  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y :  a rii~riiber o f  s i t c b  : ir( '  

~ I I O W I I  t o  b e  a v a i l a b l e  a t  wh ich  f a c i  l i  t i e s  c a n  b e  established ( ' o r  per'- 

t ' o r i n i n g  a g i v e n  s e r v i c e .  Ttie s p t  o f  f a c i l i t i e s  n i i i s t .  p r ( ~ v i d e  s e r v i c e  

at .  a s p e c i f i e d  l e v e l  o f  e f f e c t i v e r i ( : s s .  F i x e d  c o s t s  a r e  a s h o c i a t e d  w i t t i  

e a c h  s i t e  i f  a f a c i l i t y  i s  o p e n e d  t h e r e ,  arid v a r . i a b I e  c o s t . s  a r r  a s s o -  

c i a t e d  w i t h  o p e r a t i o n s .  Upper -bo i i r id  c o n s t r a i n t s  on t h e  a l l o w a b l e  s i z e  

o f  a f a c i l i t y  a t  e a c h  s i t e  m u s t  b e  t . a k e n  i n t o  a c c o u n t .  T h e  p r o h l e r n  t o  

b c  s o l v e d  by t h e  o p e r a t i o n s  r e s e a r c h e r  i s  t o  s e l e c t  a s u b s e t .  o f  t h e  

a v a i l a b l e  s i t e s  w h i c h  m e e t s  t h e  c o r i s t r a i n t s  arid r n i r i i r n i  z e s  t .he t o t a l  

c 0 s t . 

T h e  b a s i c  a p p r o a c h  t o  o b t a i n i n g  a l g o r i t t i r r i s  f ' o r  t h e  e x a c t  s o l u ~ i o r i  

o f  t h e  f i x e d  c h a r g e  p r o b l e m  i s  t o  f o r m u l a t e  t t iem a s  m i x e d  i n t e g e r  p r o -  

grams a n d  t o  s o l v e  t h e s e  p r o g r a i n s  by  d e r o n i p o s i n g  thein i n t o  a n i a s t e r  

p r o b l e m  ( w h i c h  i s  a n  i n t e g e r  p r o g r a m )  a n d  a s e r i e s  o f  s i i h p r o b l v m s  ~ t i i r t i  

a r c  l i n e a r  p r o g r a m s .  .As in a l l  d e c o m p o s i t i o n  s c h e m e s ,  t i eahy  ~ i s e  i s  

made o f  t h e  f a c t  t h a t  l a r g e  p o r t i o n s  o f  t h e  c o r i s t r a i r i t  m a t r i x  c o n t a i n  

o n l y  z e r o  e l e m e n t s .  I n  a d d i t i o n ,  a t h e o r e m  of' D a n t z i g  a n d  l l i r s c t i  

w h i c h  s t a t e s  t h a t  a n  o p t i m a l  s o l u t i o n  o f  t h e  f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m  r n i i s t  

o c ( ' u r  a t .  a n  e x t r e m e  p o i n t ,  p l a y s  a c e r i t r : i l  r o l e .  

To a c h i e v e  c o r n p u t a t i o n a l l y  f e a s i b l e  a l g o r i  ttims. t h e  riiirriber of '  

\ rr t .  i c e s  t h a t  h a v e  t o  b e  exaarriined m u s t ,  b e  r e d u c c d  t o  rriariageab L P  p r o -  

p o r t  i o n s  w h i l e  s t i l l  g u a r a n t e e i n g  t . t i a t  t h e  o p t i m a l  s o l r i t  ion w i  I 1  b c  

f o i l r i d .  T l i i s  was a c c o m p l i s h e d  by a d a p t i n g  t h e  b o u n d - a r i d - s c a n  i r i t  e p e r '  

p r o g r a m m i n g  a l g o r i  thrn by F. S.  t l i  1 t i e r  L O  t l i e  f i x e d  c h a r g e  p r o t i l ~ r i i .  

T h e  d e c o n i p o s i t i o r l  i d e a  was a p p l i e d  t o  t h e  f o l l o w i r i g  f o u r  c l a s s e s  o f  

p r o b l e m s  arid d e t a i l e d  a l g o r i  t h m s  a r t=  p r e s e n t e d  f o r ,  e a c h :  

i i  



. 

0 A f i x e d  c h a r g e  p r o b l e m  w i t h  l i n e a r  v a r i a b l e  c o s t s  i n  
w h i c h  a f i x e d  c h a r g e  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  c o n t i r i -  
u o u s  v a r i a b l e  t h a t  a p p e a r s  a t  n o n - z e r o  l e v e l .  

0 T h e  s a m e  p r o b l e m  w i t h  s e p a r a b l e  c o n c a v e  o r  c o n v e x  
c o s t s  r a t h e r  t h a n  l i n e a r  c o s t s .  

0 A w a r e h o u s e  L o c a t i o n  p r o b l e m  i n  w h i c h  v a r i a t i l e  c o s t s  
a n d  c o n s t r a i n t s  a r e  o f  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  t y p e .  .A 
f i x e d  c h a r g e  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  w a r e h o u s e  
o p e n e d ,  i r r e s p e c t i v e  o f  t h e  n u m b e r  o f  c u s t o m e r s  s e r v e d .  

0 T h e  f i x e d  c h a r g e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  w h e r e  a f i x e d  
c h a r g e  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  r o u t e  r a t h e r  t h a n  e a c h  
w a r e h o u s e .  

T h e  f i r s t ,  s e c o n d ,  a n d  f o u r t h  a l g o r i t h m s  were c o d e d  i n  ALGOI. f o r  

t h e  B u r r o u g h s  B-5500 c o m p u t e r  s y s t e m  a n d  s a m p l e  p r o b l e m  c a l c u l a t i o n s  

I'UI.. R e s u l t s  o f  t h e s e  c a l c i i l a t i o n s  a r e  p r e s e n t e d .  

A b r i e f  d i s c u s s i o n  o f  d u a l i t y  c o n s i d e r a t i o n s  f o r  t h e  f i x e d  c h a r g e  

p r o b l e m  i s  i n c l u d e d .  

i i i  
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I I NTRODUCTI  ON 

1 



s u b  j ec  t t o  

A x  z b  
x ~m 

1 i f  Z x L  > 0 
I f  s 

I 
f o r  J = 1 , 2 , -  . . .  , P Y I  = 

LO o t h e r w i s e  

X Z O  

w h e r e  A i s  a n  rn x n m a t r i x , '  x a n d  m a r e  n - v e c t o r s ,  b is  a n  r n - v r c t o r ,  

t h e  c ( * )  a r e  f u n c t i o n s  of'  a s i n g l e  v a r i a b l e ,  t h e  f, a r e  p o s i t i v e  c o n -  

s t a n t s ,  p m ,  a n d  t h e  s ,  a r e  s u b s e t s  o f  { 1 , 2 ,  . .  . ,  r n > .  

T h i s  g e n e r a l  s t r u c t u r e  e n c o m p a s s e s  e a c h  o f  t h e  s p e c i a l  c a s e s  t o r  

w h i c h  a l g o r i t h m s  a r e  d e v e l o p e d  i n  t h i s  d i s s e r t a t i o n .  T h e  A m a t r i x  i s  

c o n s i d e r e d  e i t h e r  a s  a g e n e r a l  m a t r i x  o r  a s  a m a t r i x  h a v i n g  s p e c i a l  

s t r u c t u r e ,  s u c h  a s  a l l  e l e m e n t s  n o n - n e g a t i v e  o r  a t r a n s p o r t a t i o n - p r o b l e m  

m a t r i x .  B o t h  t h e  c a s e  in w h i c h  a f i x e d  c h a r g e  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  

c o m p o n e n t  o f  x ( p  = rn arid t h e  s e t s  S I  e a c h  c o n t a i n  o n e  e l e m e n t )  

c a s e  w h e r e  a f i x e d  c h a r g e  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  d i s j o i n t  g r o u p s  of  corn- 

p o n e n t s  o f  x a r e  i n v e s t i g a t e d .  F i n a l l y .  b o t h  l i n e a r  a n d  s e p a r a b l e  n o n -  

l i n e a r  v a r i a b l e  c o s t  s t r u c t u r e s  a r e  c o n s i d e r e d .  

a n d  t h e  

B. P a s t  Work 

T h e  f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m  h a s  a p p e a r e d  i n  t h e  O p e r a t i o n s  R e s e a r c h  

l i t e r a t u r e  a t  l e a s t  s i n c e  1 9 5 4  when H i r s c h  a n d  D a n t z i g  [ 2 1  f o r m u l a t e d  

t h e  p r o b l e m  a n d  s h o w e d  t h a t  i f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s  l i n e a r ,  a n  

o p t i m a l  s o l u t i o n  w o u l d  o c c u r  a t  a n  e x t r e m e  p o i n t  o f  t h e  c o n s t r a i n t  s e t ,  

A x 2 b. T h i s  i m p o r t a n t  r e s u l t  i s  u s e d  i n  e a c h  o f  t h e  a l g o r i t h m s  p r e s e n t e d  

h e r e .  

I n  m o r e  r e c e n t  y e a r s ,  a n u m b e r  o f  a l g o r i t h m s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  f o r  

s o l v i n g  c e r t a i n  f i x e d  c h a r g e  p r o b l e m s ,  e s p e c i a l l y  t h e  w a r e h o u s e  l o c a t i o n  

p I o b l e m  ( s e e  S e c t i o n  I - C  a n d  A p p e n d i x  ) I ) .  P r o m i n e n t  among  t h e  a p p r o x i -  

m a t e  a l g o r i t h m s  f o r  t h i s  l a t t e r  p r o b l e m  a r e  t h o s e  p r e s e n t e d  b y  K u e h n  a n d  

H a m b u r g e r  [ 3 1 ,  h lanne  [ S I ,  a n d  F e l d r n a n ,  L e h r e r ,  a n d  R a y  [SI. 1 1 1  a d d i t i o n ,  

E f r o y m s o n  and  Ray  [ l ]  h a v e  d e v e l o p e d  a n  e x a c t  a l g o r i t h m  f o r  w a r e h o u s e  

I n  t h i s  d i s s e r t a t i o n  v e c t o r s  and  m a t r i c e s  a r e  d e n o t e d  by 
r e s p e c t i v e  l y  . 

l o w e r - c a s e  and  u p p e r - c a s e  b o l d f a r e  r v p e ,  
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o r  e q u i p m e n t  s t o r e d  o r  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t  o f  s h i p p i n g  g o o d s  t o  

c u s t o m e r s .  A s i n g l e  f i x e d  c o s t  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  w a r e h o u s e  

o p e n e d .  C o n s t r a i n t s  i n c l u d e  t o t a l  q u a n t i t y  o f  g o o d s  r e q u i r e d  f rom t h e  

w a r e h o u s e s  a n d  maximum s i z e  01’ t h e  w a r e h o u s e s .  Thc o b j e c t i v e  i s  t o  

m i n i m i z e  t o t a l  c o s t  ( f i x e d  p l u s  v a r i a b l e  c o s t s )  w h i l e  s a t i s f y i n g  t h e  

g i v e n  c o n s t r a i n t s .  T o  f i x  i d e a s ,  t h e  t e r m i n o l o g y  i n  t h i s  d i s s e r t a t i o n  

w i l l  b e  i n  t e rms  of’ w a r e h o u s e  l o c a t i o n s ,  a n d  r e f e r e n c e  w i l l  b e  m a d e  t o  

s i t e s  a n d  maximum w a r e h o u s e  s i z e .  

2 .  The I ,ock Box P r o b l e m  

S e l e c t  a s e t  o f  Post  O f f i c e  l o c k  b o x  l o c a t i o n s  f rom among  a l i s t  

o f  p o t e n t i a l  l o c a t i o n s  t o  w h i c h  c u s t o m e r s  s e n d  c h e c k s  tor b a n k  ( . I r a r a r i c e .  

S u c h  a s y s t e m  r e d u c e s  “ f l o a t  t i m e ”  o n  a c c o u n t s  r e c e i v a b l e  a t  t h e  c o s t  

o f  f i x e d  c h a r g e s  f o r  t h e  l o c k  b o x e s  a n d  b o t h  f i x e d  a n d  v a r i a b l r  b a n k  

c h a r g e s  . 

3 .  F i r e  ( o r  P o l i c e )  S t a t i o n  P r o b l e m  

G i v e n  a s e t  o f  p o t e n t i a l  f i r e - s t a t i o n  l o c a t i o n s ,  t h e  a r e a  t h a t  c a n  

b e  c o v e r e d  f r o m  e a c h  l o c a t i o n ,  a n d  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  v a l u e  ( o r  

p o p u l a t i o n )  p r o t e c t e d  by e a c h  p o t e n t i a l  l o c a t i o n ,  s e l e c t  a s e t  o f  

s t a t i o n s  t h a t  p r o v i d e s  a n  e q u a l  l e v e l  o f  p r o t e c t i o n  t h r o u g h o u t  a c i t y .  

A v a i l a b l e  l o t  s i z e  l i m i t a t i o n s  r e s u l t  i n  u p p e r  b o u n d s  o n  t h e  s i z e  o f  

e a c h  p o t e n t i a l  s t a t i o n .  A f i x e d  c h a r g e  ( f o r  r e a l  e s t a t , ~ ,  c o n s t r u c t i o n :  

e t c . )  i s  i n c u r r e d  f o r  e a c h  s t a t i o n  o p e n e d .  

4. D e t e c t i o n - S t a t i o n  P l a c e m e n t  P r o b l e m  

F i n d  t h e  o p t i m u m  l o c a t i o n  o f  n d e t e c t i o n  s t a t i o n s ,  s a y  f o r  d e -  

t e c t i n g  n u c l e a r  d e t o n a t i o n s .  E a c h  s t a t i o n  h a s  a s s o c i a t e d  w i t h  i t  a 

d i s t r i b u t i o n  p ( r )  w h i c h  d e f i n e s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  d e t e c t i o n  a s  a f u n c -  

t i o n  o f  t h e  d i s t a n c e  r .  A f i x e d  c h a r g e  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  s t a t i o n  

o p e n e d .  

5 .  The  F i x e d - C h a r g e  T r a n s p o r t a t i o n  P r o b l e m  

T h i s  p r o b l e m  d i f f e r s  f r o m  t h e  s t a n d a r d  H i t c h c o c k  t r a n s p o r t a t i o n  

p r o b l e m  i n  t h a t  a f i x e d  c h a r g e  ( e . g . ,  f o r  r o u t e  e s t a b l i s h m e n t  or 

f r a n c h i s e )  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  r o u t e  o v e r  w h i c h  g o o d s  a r e  s h i p p e d  
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c o n s  t r a 

7 .  

Se 

l i s t  o f  

ri t . 

I n t e r c e p t o r - W i s s i  1 e S i  te I ' r o b l  eni 

a s p e c i f i e d  t h r e a t .  U p p e r  b o u n d s  o n  s t o c k p i  I e s  t h a t .  car1 he r n i p l a ( ~ ( ~ d  

r e s u l t  f r o m  a c r e a g e  l i n i i  t a t i o n s  o f  a v a i 1 a l ) l e  r e a l  ~ s t a t , r .  1 ' i x r . d  ( . l iargcts 

r e s u l t  f r o m  e s t a b l i s h m e n t  c o s t s  a n d  r a d a r  reqrii  rem('rits; v a r i  ab1  c r o s t s  

r e s u l t  f r o m  t h e  s i z e  0 1 '  t h e  m i s s i  l e  f o r c e  e m p l a c r x d .  

'p i h e  a l g o r i t h m s  p r e s e n t e d  i n  t.tiis d i s s e r t , a t i o n  a r e  riot  a p p l  i v a t ) l e  t o  

a l l  o f  t h e s e  e x a m p l e s .  S p e c i f i c a l  l y ,  p r o b l e r n s  i n  w h i c h  s i t c  I o c a t i o r i s  

c a n  b e  a n y w h e r e  o n  a p l a n e  ( s u c h  a s  t h e  d r t e v t i o n  s t a t i n n  problem d i s -  

c u s s e d  b y  S m a l l w o o d  [91) a r e  n o t  c o n s i d e r e d .  T h e  b i l l b o a r d  p r o b l e m  i s  

more c l o s e l y  r e l a t e d  t o  t h e  d u a l  o f  t.he p r o  l e m s  c o n s i d e r e d  ( s e e  S e c -  

t i o n  V ) ,  s i n c e  i t s  o b j e c t i v e  i s  t o  m a x i m i z e  e f f e c t i v e n e s s  a t ,  f i x e d  budge t .  

r a t h e r  t h a n  m i n i m i z i n g  c o s t  a t  f i x e d  e f f e c t  v e n e s s .  

I). D e c o m p o s i t i o n  A p p r o a c h  

T h e  b a s i c  a p p r o a c h  t o  o b t , a i r i i n g  a l g o r i  t . t i m s  f o r  t h c  e x a r t  s o l i i t i o r i  

o f  t h e  f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m  i s  t o  f o r m u l a t e  t h e m  a s  m i x e d -  integer. p r o g r a m s  

a n d  t o  s o l v e  t h e s e  m i x e d - i n t e g e r  p r o g r a m s  b y  d e c o m p o s i n g  then i .  I)c(:ompo- 

s i t i o n  i d e a s  a r e  n o t  new;  I h n t z i g  110 ,  p .  4491 s t a t e s  t h a t  d e c o m p o s i t i o n  

w a s  f i r s t  p r o p o s e d  i n  1958 i n  t w o  p a p e r s ,  o n e  b y  I,. S. 1 o 1 . d  arid 

D.  R .  F u l k e r s o n  a n d  t h e  o t h e r  b y  W. S. .Jewel I ,  a s  a m e t h o d  o f  s o l x - i n g  

m u l t i - s t a g e  c o m m o d i t y - f l o w  p r o b l e m s .  T h e s e  a r e  l a r g e  1 i n e a r  p r o g r a m m i n g  

p r o b l e m s .  I n  1 9 6 2 ,  B e n d e r s  !81 p r e s e n t e d  a n  a l g o r i t h m  f o r  s o l v i n g  t h e  

m i x e d - i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m  by d e c o m p o s i t i o n ,  i r r  wkiirh h e  r e d u c e d  

t h e  m i x e d  p r o b l e m  t o  t h e  s o l u t i o n  o f  a s r z r i p s  of '  i n t e g e r  p r o g r a m s .  

T h e  p r e s e n t  w o r k  d i f i e r s  t r o n i  B e n d e r s '  i n  t h a t  th t .  a p p r o ' i c h  1 5  t o  

d e c o m p o s e  t h e  p r o b l e m  i n t o  a m a s t e r  p r o b l e m  arid n s r r i e s  of I i r i p d r  p r o -  

g r a m s  r a t h e r  t h a n  a series of l n t r g e r  p r o g r a m i s .  A i  111 ,111 d e r o m p o i i t i o n  

s c h e m e s ,  h e a v y  u s e  i s  made  of t h e  f a c t  t t i a t  l a r g e  p o r t i o n i  of t h e  
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c o n s t r a i n t  m a t r i x  c o n t a i n  o n ]  y z e r o  e l e m e n t s .  I n  t h e  1 ' i  x e d - c h a r g e  

p r o b l e m ,  t h e  c o n s t r a i n t  m a t r i x  t y p i c a l l y  c o n t a i n s  a l a r g e  n u m b e r  o f '  

c o n s t r a i n t s  w h i c h  d e f i n e  t h e  r e q u i r e m e n t s  on t h e  c o r i t i n i i o i i s  v a r i a b l e s .  

I n  a d d i t i o n ,  t h e r e  a r e  i n t e g e r  c o n s t r a i n t s  r e1  a t e d  to (.he t ' i x e d  c : h a r g e s  

a n d ,  f i n a l l y ,  t h e r r  a r e  ( . o r r s t r a i n t s  wh ic t i  r r l a t f ,  t.tir I ' i x c d  a i i t l  \ a r i u t ) I r  

c o s t s .  T t i c ,  l a s t  r r i ' I ( ~ c ~ t ,  t i re ( . o r i t l i ~ i o r i s  i i r i t l r r  w h i r t i  t.tir. I ' i x e d  ( , t i a r g p s  

a r e  i n c u r r e d .  They  c a n  be  t h o u g h t  o f '  a s  p r o v i d i r i g  R w e a k  c o i i p l i r i g  

b e t w e e n  t h e  d i s c r c t e  a n d  c o r i t i n i l o u s  p a r t . s  of '  t l i e  p r o b l e m .  

I t  i s  t h e  weak c o u p l i n g  t h a t  I c>ads  t o  d e c o m p o s i t i o n .  S p r c i f ' y i r i g  

t h e  v a l u e s  of '  t h e  i n t e g e r  v a r i a b l e s  s o  t h a t  t h e  i n t e g e r  r o r i s t r a i n t s  

a r e  s a t i s f i e d  p r o d u c e s  a s u b - p r o b l e m  w h i c h  i n v o l v e s  o n l y  r : o r r t i n i i o i i s  

v a r i a b l e s  and  h e n c e  c a n  b e  s o l v e d  b y  t h e  now c l a s s i c a l  s i m p l e x  mct . t iod.  

O n c e  t h e  v a r i a b l e  c o s t  h a s  b e e n  m i r i i m i  z e d  by t h e  s i m p l e x  mc:ttiocl a r i d  

t h e  f i x e d  cost  s p e c i f i e d  t h r o u g h  t .hr  i r i t e g r ' r  variables, t h e  t . o t a 1  ( . o s t  

i s  known.  A s y s t e m a t i c  s e a r c h  t t i ro i ig t i  t h e  allowable i n t e g e r  v a l i i e s ,  

t h e n ,  i s  a l l  t h a t  i s  r e q u i r e d  t o  t ' i r i d  a n  o p t i m a l  s o l i i t i o r i .  

The  key  q u e s t i o n  t o  b e  r e s o l v e d  f o r  c o m p i i t a b i l  i t y  iri a n y  s e a r c t i  

s c h e m e  i s  how t o  r e d u c e  t h e  s i z e  ot' t h e  s e a r c h  t o  m a n a g e a b l e  p r ' f ) p o r t , i n r i s ,  

w h i l e  g u a r a n t e e i n g  t h a t  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o r i  w i l l  b e  I ' o u n d .  H r a r i r h - a n d -  

b o u n d  m e t h o d s  p r o v i d e  t h e  n e c e s s a r y  t e c h n i q u e  f'or exaniiri  i rig t . l i e  i r i t e g e r  

p a r t s  o f  t h e  p r o b l e m .  Of' t h e  v a r i o i i s  s u c h  a l g o r i t h m s  c u r r e n t l y  a v a i  I -  
a b l e ,  t h e  b o u n d - a n d - s c a n  a l g o r i t h m  b y  F. S.  H i l l i e r  i l l l  was  s e l r c t e d  

f o r  u s e  i n  marly of '  t h e  n u m e r i c a l  ~ a I c u 1 ~ l t i n i i s .  T l i i s  a l g o r i t l i n i  i h  [ ~ a r t i c . .  

u l a r l y  e f f i c i e n t  i f  a g o o d  s u b - o p t i m a l  s o l u t i o n  i s  a v a i l a b l e .  Some 

a t t e n t i o n  i s  t h e r e f o r e  p a i d  t o  f i n d i n g  i r i i  t i a l  t ' e a s i b l e  s o l u t i o r i s .  

E .  O r g a n i z a t i o n  o f  t h e  D i s s e r t a t i o n  

S e c t i o n  I 1  p r e s e n t s  t h e  f o r m u l a t i o n  of'  t t i e  d e c o m p o s i t i o n  i d e a  ar id  

s h o w s  h o w  i t  c a n  b e  a p p l i e d  t o  f o u r  c l a s s e s  o f  p r o b l e m s :  

A f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m  \ + i t t i  l i n e a r  v a r i a b l e  c o s t s  i n  n . h i ( . h  
a i i x e d  c h a r g e  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  c o n t i n i l n u s  v a r i  ah1 e 
t h a t  a p p e a r s  a t  n o n - z e r o  l e v e l .  

A w a r e h o u s e  l o c a t i o n  p r o b l e m  i r i  x h i c h  v a r i a b l e  c o s t s  ar id  
c o n s t r a i n t s  a r e  o i '  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  t y p e .  :I f i x e d  c h a r g e  
i s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  w a r e h o u s e  o p e n e d ,  i r r e s p r c t i v e  n i '  
t h e  number  o f  c u s t o m e r s  s e r v e d .  
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T h e  f i x e d - c h a r g e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  i n  w h i c h  a f i x e d  
c h a r g e  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  r o u t e  r a t h e r  t h a n  e a c h  
w a r e h o u s e .  

T h e  f i r s t  p r o b l e m  w i t h  s e p a r a b l e  c o n c a v e  o r  c o n v e x  c o s t s  
r a t h e r  t h a n  l i n e a r  c o s t s .  

I n  S e c t i o n  1 1 1 ,  d e t a i l e d  a l g o r i t h m s  f o r  s o l v i n g  t h e s e  p r o b l e m s  

a r e  p r e s e n t e d .  T h e  a l g o r i t h m s  f o r  t h e  f i r s t  a n d  f o u r t h  p r o b l e m s  i n -  

c o r p o r a t e  t h e  H i l l i e r  a l g o r i t h m  t o  g e n e r a t e  c o m b i n a t i o n s  o f  o p e n  a n d  

c l o s e d  s i t e s .  F o r  t h e  s e c o n d  p r o b l e m ,  o n l y  a p o r t i o n  of'  t h e  a l g o r i t h m  

i s  u s e d .  T h e  f i x e d  c h a r g e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  i s  t r e a t e d  b y  a 

s p e c i a l  b o u n d - a n d - s e a r c h  t e c h n i q u e .  

R e s u l t s  o f  s a m p l e  c a l c u l a t i o n s  u s i n g  t h e s e  a l g o r i t h m s  a r e  p r e s e n t e d  

i n  S e c t i o n  I V .  T h e  a l g o r i t h m s  were c o d e d  i n  ALGOL f o r  t h e  B u r r o u g h s  

B-5500 c o m p u t e r  s y s t e m .  

S e c t i o n  V p r e s e n t s  a b r i e f  d i s c u s s i o n  o f  d u a l i t y  c o n s i d e r a t i o n s  

C o n c l u s i o n s  a n d  d i r e c t i o n s  f o r  f u r t h e r  w o r k  a r e  p r e s e n t e d  i n  

S e c t i o n  V I .  A p p e n d i c e s  p r e s e n t  a l i t e r a t u r e  s u r v e y  ( A p p e n d i x  A ) ,  a 

d i s c u s s i o n  o f  t h e  B e n d e r s  a n d  M u r t y  a l g o r i t h m s  ( A p p e n d i c e s  B a n d  C )  

a n d  a d e t a i l e d  p r o o f  ( A p p e n d i x  D )  o f  a n  a s s e r t i o n  i n  t h e  t e x t .  
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I I FORMULATI ON 

A .  G e n e r a l  D e c o m p o s i t i o n  

C o n s i d e r  t h e  m i x e d - i n t e g e r  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m  i n  w h i c h  a l l  

v a r i a b l e s  h a v e  f i n i t e  u p p e r  b o u n d s  

M i n i m i z e  C I X  + c 2 y  

s u b j e c t  t o  
A , x  + A , Y  

X 

Y 

x ,  Y 

Y 

I f  a t  l e a s t  o n e  v e c t o r  ( X , ) )  e x i s t s  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  r o n s t r a i n t s ,  a n  

o p t i m a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  m u s t  e x i s t  s i r i c e  a l l  c o m p o n e n t s  o f  X a n d  

1 a r e  b o u n d e d  a b o v e  a n d  b e l o w .  F u r t h e r m o r e ,  s i n c e  e a c h  c o m p o n e n t  y ,  o f  

y i s  b o u n d e d  b e t w e e n  0 a n d  m , ,  a n d  y i s  d e f i n e d  o n l y  a t  i n t e g e r  L a t t i c e  

p o i n t s ,  t h e r e  a r e  o n l y  a f i n i t e  n u m b e r  o f  f e a s i b l e  v a l u e s  o f '  y .  

L e t  y 1  b e  a p a r t i c u l a r  v e c t o r  t h a t  s a t i s f i e s  t h e  r o n s t r a i n t s ,  

F o r  t h i s  f L x e d  v a l u e  o f  y ,  t h e  o r i g i n a l  0 5 y 5 m 2  a n d  y 
p r o b l e m  r e d u c e s  t 0 :  

i n t e g e r .  

P r o b l P m  IT 1 M i n i m i z e  C I X  t 

s u b j e c t  t o  A , X  2 b - A , y ,  

x 5 m ,  

x 1 0  

cl, m l  and x a r e  n 1  - vectors; C 2 ,  m , y  a r e  n 2  - v e r t o r s .  A ,  1 s  an ( m  x n l )  m a t r i x ,  arid A 2  i s  an 

( m  x n ) m a t r i x .  
2 

2 
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a n d  P r o b l e m  I1  i s  a l i n e a r  p r o g r a m  t h a t  c a n  h e  s o l v e d  by t h e  s i m p l e x  

m e t h o d .  I f  P r o b l e m  TI d o e s  n o t  h a v e  a f e a s i b l e  s o l u t i o n  f o r  t h i s  p a r -  

t i c u l a r  y l  t h e n  P r o b l e m  I a l s o  d o e s  n o t  h a v e  a f e a s i b l e  s o l u t i o n  f o r  

y , .  I f ,  h o w e v e r ,  a n  o p t i m a l  s o l u t i o n  x 1  i s  f o u n d  f o r  P r o b l e m  1 1 ,  then 

t h e  v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  f o r  P r o b l e m  I b e c o m e s  c l X l  + C 2 y l .  

T h e  d e f i n i t i o n s  o f  P r o b  

r i t h m  f o r  s o l v i n g  t h e  m i x e d -  

( 1 )  F i n d  a f e a s i b l e  s o  

e m s  I a n d  IT i m m e d i a t e l y  s u g g e s t  a n  a l g o -  

n t e ge r p r o g r  a m m  i n g p I’ o b 1 e m : 

ri t iori  t o  P r o b l e m  I .  ’ 
( 2 )  E n u m e r a t e  t h e  f i n i t e  s e t  o f  v e c t o r s  y l  t h a t  

s a t i s f y  t h e  c o n s t r a i n t s  0 5 y 5 m 2 ,  y i n t e g e r .  

( 3 )  F o r  e a c h  y l  f o u n d  i n  S t e p  2 ,  s o l v e  P r o b l e m  IT. 
I f  P r o b l e m  IT i s  i n f e a s i b l e  f o r  t h i s  v a l u e  y l ,  
s o  i s  P r o b l e m  I .  I f  a n  o p t i m a l  s o l u t i o n  x 1  t o  
P r o b l e m  I1 i s  f o u n d ,  e v a l u a t e  C , X ~  + c 2 y 1 .  

(4) T h e  o p t i m a l  s o l u t i o n  i s  

m i n  { c , x ,  + c 2 y , )  
a l l  Y 1  

A l t h o u g h  t h i s  d e c o m p o s i t i o n  p r o c e d u r e  i s  g u a r a n t e e d  t o  p r o d u c e  a n  

o p t i m a l  s o l u t i o n  t o  P r o b l e m  I ,  i t  d o e s  n o t ,  on  t h e  f a c e  o f  i t ,  a p p e a r  

p a r t i c u l a r l y  a t t r a c t i v e  c o m p u t a t i o n a l l y  f o r  p r o b l e m s  o f  e v e n  m o d e r a t e  

s i z e .  For  e x a m p l e ,  a p r o b l e m  c o n t a i n i n g  t e n  i n t e g e r  v a r i a b l e s  e a c h  

w i t h  r a n g e  0 - 1  w o u l d  r e q u i r e  a t t e m p t i n g  t o  s o l v e  1 0 2 4  l i n e a r  p r o g r a m s ;  

f o r  t w e n t y  s u c h  v a r i a b l e s  t h e  n u m b e r  o f  l i n e a r  p r o g r a m s  t o  h e  s o l v e d  

j u m p s  t o  l o 6 .  

H o w e v e r ,  t h e  d e c o m p o s i t i o n  p r o c e d u r e  c a n  b e  made w o r k a b l e  f o r  a 

w i d e  r a n g e  o f  m i x e d - i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m s ,  p a r t i c u l a r l y  f i x e d -  

c h a r g e  p r o b l e m s ,  b y  m a k i n g  u s e  o f  t h e  d e t a i l e d  s t r u c t u r e  o f  t h e  c o n -  

s t r a i n t s  t o  r e d u c e  d r a s t i c a l l y  t h e  n u m b e r  o f  v e c t o r s  y ,  ( a n d  h e n c e  t h e  

n u m b e r  o f  l i n e a r  p r o g r a m s )  e x a m i n e d .  

B. A L i n e a r  F i x e d - C h a r g e  P r o b l e m  

T h e  l i n e a r  f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m  i s  a s p e c i a l  c a s e  o f  P r o b l e m  I i n  

w h i c h  e a c h  c o m p o n e n t  o f  y can t a k e  o n  o n l y  t h e  v a l u e s  0 o r  1 a n d  t h e  

T h i s  s t e p  c o u l d  be d i s p e n s e d  w l t h .  
s o l u t i o n  t o  P r o b l e m  11, n o  f e a s i b l e  s o l u t i o n  e x i s t s .  

If t h e  e x h a u s t i v e  s e a r c h  o f  S t e p  2 d o e s  n o t  t u r n  u p  a f e a s i t j l r  

9 



v a l u e  1 I s  a s s u m e d  o n l y  i f '  sonif' c o r n b i r r a t  i o n  o f ' ,  c o r r i ~ ~ o ~ i f ' ~ i L s  o f '  x i s  l i o n -  

z e r o .  I f  a f i x e d  c h a r g e ,  f , ,  i s  i n c u r r e d  f o r .  eac.11 a c t i v i 1 . y  ~ r i g t i g e d  i r i ,  

t h e  p r o b l e m  c a n  b e  s t a t e d  i II t .he f o r r n ' :  

x -> 0 

s o  t h a t  t h e  a c t i v i t i e s  m u s t  satisfy c e r t a i n  ( o r i s t r a i r i t s  a i r t i  c s r i r i o t  P X -  

c e e d  u p p e r  bour rds .  A t y p i r a l  p r o h l P r n  o f  t h i s  s o r t .  i s  t . t i f b  w a r r t i o l l s r  

l o c a t i o n  p r o b l e m  w i t h  s t o c k p i  I r  ( ' o s t s .  T h r  v r ( - t o r '  x ( ~ o r ~ r o s p o r r ( l s  t o  t t i ( ,  

s u p p l i e s  t o  b e  l o c a t e d  a t  p o t e n t . i a 1  w a a r e t i o r ~ s ~ ~ s ;  b 1.0 t t i r ,  clerriarids t t i a t  

r n r i s t  b r  m e t ,  a n d  m t o  t h e  rnaxirrial c a p a c i t y  0 1 '  t h P  u a r e t r o i i s ( b s .  ' l ' l i c a  o b  

j e c t i v e  i s  t o  s e l e c t .  a s e t  o f  wiire1ionsr .s  t t i a t ,  s a t . i s 1 ' )  t , l i r ,  t l c ~ i r i ; t r i d s ,  s t  t i )  

w i t h i n  t h e  s i z r  c o ~ r s t r a i n t s  on i r r d i v i t l u a l  s i  t . e s ,  ar id n i i r i i r i r i z e  t . o t a l  

r o s t .  The t o t a l  c o s t  t i a s  t w o  (.orr ipoi lel i t  s :  t t i e s  \ a r . i  a b l r - ( . I i a r g r ~  ( o r n p o r i ( > r i t .  

r e s u l t i n g  from t t r e  a l l o c a t i o n  0 1 '  s t o c k p i  l e  1.0 t h e  b a r e t i o i i s e s ;  a n d  t l i ( .  

f i x e d - c h a r g e  c o m p o n e n t  r e s u l t i r i g  i 'rom t h e  c o s t s  a s s o c i a t P d  w i t h  o p P r i i r i r  

up raL.h w a r e t r o u s r  s r l e c t . r ~ d .  

1 0  
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T h i s  h o u n d  i s  lor ind  h y  s o l v  ir ig a secor i c l  l i r i e a r .  p r o g r a m .  ( ; o r i s i d f ! r ~  

t h e  c a s e  i n  w h i c h  a l l  I ' i x r d  ( ' t i a r g e s  a r e  i r i ( ~ i i r r c t 1  ( e . g . ,  a l l  \ t a r c l i o o s f : s  

a r e  o p e n e d ) .  F o r  t h i s  r a s e ,  Prob1r.m I I 1  ret1ri~:c.s 1.0 t h e  l i n e a r  p r o g r a m  

l'r o h  

M i  n i m i z e 

s u b j e c t  t o  A X  < b 

c x  

0 :  x z m  . 

I f  P r o b l e m  1 1 1  h a s  a s o l u t i o n  when c o r i s i c l e r r d  a s  a I 

s o  w i l l  P r o b l e m  IV, s i r i c e  i t  h a s  t h e  same  c o n s ~ r a i n t  

f u n c t i o n  i n  x arid a l l  t h e  y ,  coir iporients  a r e  f i x e d  a t  

o f  1 .  

em I 1  

n e a r  p r o g r a m ,  t l i e r i  

s e t  arid ob , j  e c  t i v e  

t h e i r  u p p e r  t io i i r id 

The  v a r i a b l e  r o s t  c X ( ,  f 'ourid i r i  t h i s  h a y  i s  t h e  m i r i i r n i i r n  v a r i a b l e  

c o s t ,  s i n c e  i t  c o r r e s p o n d s  t o  the c a s e  

a b l e .  I f  w e  now s u b t r a c t ,  C X ~  frorn L o  
FhIAX, on t h e  f i x e d  c o s t  f y  i r i  t h e  o p t  

FV:\X = L , ,  

i n  wtiicli  a l l  a c t i v i t '  

we o b t a i  r i  a t  o n c e  a n  

n i a l  s o l r i t i o r i  of '  P r o b  

0 



T h u s ,  we c a n  a d j o i n  an  a d d i t i o n a l  c o n s t r a i n t  t o  Probleni  T I I ,  n a m e l y ,  

f y  5 FMAX. T h i s  c o n s t r a i n t  e n a b l e s  u s  t o  r e j e c t  a t  o r i ce  a n y  v a l u e  o f  

t h e  v e c t o r  y f o r  w h i c h  f y  ', F'MAX. S i m i  l a r l y ,  a l o w e r  hoi ind  o n  t , he  va111( '  

o f  f y ,  i n  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o i i ,  c a l l  i t  FhlIN,  c a n  hc. ( ~ s t a t ) I i s t i ~ ~ l .  l r i  

t e rms  o f  t h e  w a r e h o u s e  l o c a t i o r r  p r o b l e m ,  i f  i t .  i s  p o s s i h l e  t o  s u p p l y  a 1  I 
d e m a n d s  f rom a n y  s i t e  t h e n  f M T N  i s  e q u a l  t o  t , h e  f i x e d  (.est. o f  t , h ~  r t i r a p -  

e s t  w a r e h o u s e  a n d  FMIN p r o v i d e s  rio n e w  i n f o r m a t i o n .  I l a u e v e r ,  i f  t h i s  

s i t u a t i o n  d o e s  n o t  o b t a i n ,  t h e  c o n s t r a i n t  f y  2 FhlIN c a n  b e  a d j o i n e d  t o  

P r o b l e m  111. A l o o s e  FMTN b o u n d  i s  f o u n d  by s o l v i n g  Prohler i i  I 1  I a s  a 

l i n e a r  p r o g r a m  w i t h  t h e  v a r i a b l e - c o s t s  v e c t o r  s e t  t o  z e r o .  V e t  I i o d s  f ' o r  

f i n d i n g  FMIK a r e  d i s c u s s e d  i n  m o r e  d e t a i l  u n d e r  c o m p u t a t i o n a l  c o n s i d e r a -  

t i o n s  ( S e c t i o n  111-D). 

A l t h o u g h  n o  m e t h o d  h a s  b e e n  f o u n d  f o r  i m p r o v i n g  FhlTN a s  c a l c u l a -  

t i o n s  p r o c e e d ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  i m p r o v e  FMAX. E a c h  t i m e  a v a l u e  o f  

t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n ,  L L ,  o f  P r o b l e m  I11 i s  f o u n d  w h i c h  i s  b e t t e r  t t i a r i  

a n y  f o u n d  t h u s  f a r ,  FhlAX c a n  b e  r e d u c e d  t o  L L  - c x o ,  arid t h e  ( : o r i s t . r a i n t  

f y  1. FMAX t i g h t e n e d .  

S u m m a r i z i n g  in t e r m s  o f  t h e  a l g o r i t h m  p r e s r r r t e d  i n  P a r t  A ,  f o r  t l i e  

f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m  t h e  p r o c e d u r e  i s  

( I )  Firid a f e a s i b l e  s o l u t i o n  t o  P r o h l e m  111. T h i s  r a n  
b e  d o n e  b y  s o l v i n g  P r o b l e n i  111 a s  a l i n e a r  p r o g r a m  
and r o u n d i n g  a l l  f r a c t i o n a l  v a l u e s  o f  y ,  u p  t o  1 .  

( 2 )  Firid v a l u e s  f o r  FhlAX a n d  FMIS arid a d , j o i n  t h e  c o i i -  

s t r a i n t s  f y  FZITN, f y  i F' l IAX.  

( 3 )  E n u m e r a t e  t t i e  f i n i t e  s e t  o f  v e c t o r s  y ,  t h a t  s a t i s f y  
t h e  c o n s t r a i n t s  0 5 y 5 1, y i n t e g e r ,  f y  2 E ' l I A X ,  
f y  1. FMIN. 

(4) F o r  e a c h  y ,  f o u n d  i n  S t e p  3 ,  s o l v e  t t i e  p r o b l e m :  

M i n i  m i  z e  c x  I 

s u b j e c t  t o  A X  : b 

x I' m y ,  

x j o  

I f  n o  f e a s i b l e  s o l u t i o n  e x i s t s ,  f i r i d  a new J , .  I f  aii o p t i m a l  s o l u -  

t i o n  X I  i s  f o u n d ,  e v a l u a t e  c l x l  + f l y l .  D e t e r m i n e  i f  F\I.+IX c a n  b e  

r e d u c e d  a n d ,  i f  i t  c a n ,  t i g h t e n  t h e  FllAX b o u n d .  

1 2  



( 5 )  T h e  o p t i m a l  s o l u t i o n  i s  

T h e s e  s t e p s  a r e  t h e '  e s s e n c e  o f  t l i e  ( . o m p u t a t i o r i a l  m e t h o d  p r e s e n t e d  i n  

S e c t i o n  1 1 1 - D .  F u r t h e r  r e f i n e n i e i i t s  a r e  i n t r o d u c e d  t h e r e  t o  s p e e d  t h e  

c o m p u t a t i o n s ,  p a r t i c u l a r l y  i n  r e d u c i n g  t h e  n u m b e r  01' v e c t o r s  y ,  f o r  

w h i c h  l i n e a r  p r o g r a m s  must Le  s o l v e d .  

C .  Y o n - L i n e a r  V a r i a b l e  C o s t s  

T h e  d i s c u s s i o n s  thus  f a r  t i a v r  b e e n  r e s t r i c L e d  t o  l i n e a r  v a r i a b l e  

c o s t s .  C o n c a v e  a n d  c o n v e x  c o s t s  w h i c h  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  by p i e c e w i s e  

l i n e a r  c o s t s  c a n  a l s o  b e  t r e a t e d .  T h e  o n l y  r e s t r i c t i o n  i m p o s e d  i s  t h a t  

t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  b e  s e p a r a b l e .  

s h o w n ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  c o n c a v e  a n d  c n n v c ' x  c o s t  t ' u n c t i o n  c ( x ) .  

C o n s i d e r  a s i n g l e  v a r i a b l e  ;is shown i n  1 i g i i I . c  I .  Two c a s e s  a r e  

The  
e x I S  

two  

c o s t  f u n c t i o n s  b o t h  h a v e  b r e a k p o  

b o u n d e d  a t  rn. The  f i x e d  c o s t  f 

c a s e s  r e p r e s e n t e d  in F i g u r e  1 w i  

c ( X I  

f 

n t s  a t  r i  arid b ,  a n d  t h e  v a r i a b  

s i r i c u r r e d  o n l y  i f '  x > 0 .  The 
1 i i o w  b r  d i s c u s s e d  i n  t u r n .  

U X  
0 b M 

a. CONCAVE COSTS 

a b M 

b. CONVEX COSTS 
T 1 -  5205-  30 

FIG. 1 PIECEWISE LINEAR APPROXIMATION TO COST FUNCTION 
OF ONE VARIABLE 
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1. C o n c a v e  C o s t s  

T h e  c o n c a v e  c o s t  c a s e  i s  o f  p a r t i c u l a r  i m p o r t a n c e  b e c a u s e  i t  i s  

o f t e n  e n c o r l n t e r e d  i n  w a r e h o t i s e  l o c a t  ion p r o b l e m s .  I h e  c o n c a v e  c o s t  f ~ ~ n c -  

t i o n  i n  F i g l r r e  1 c a n  t)e r e p l a c e d  by t h r e e  s e p a r a t . c '  l i n e a r  c o s t  f u r i c t i o r i s  

a s  s h o w n  i n  F i g u r e  2 .  No1.e t . h a t  t h e  lower  e n v e l o p e  of'  t t ir  t h r e e  c o s t .  

f u n c t i o n s  i s  t h e  o r i g i n a l  c o n c a v e  c o s t .  R e p l a c i n g  t h e  v a r i a t ) l e  x 

w i t h  t h r e e  v a r i a b l e s  ( x , ,  x 2 ,  a n d  x , )  a l l o w s  t h e  c o n c a v e  c o s t  f u n c -  

t i o n  t o  b e  r e p l a c e d  b y  t h r e e  l i n e a r  s e g m e n t s ,  e a c t i  h a v i n g  a d i f f e r -  

e n t  a s s o c i a t e d  f i x e d  c o s t  ( f , ,  f Z ,  a n d  f ,  i n  l i g u r e  2 ) .  T h u s ,  t t i e  

p r o b l e m  h a s  b e e n  e x p a n d e d  t o  s i x  v a r i a b l e s ,  t h r e e  o f  them I ' i x e d - c h a r g e  

v a r i a b l e s ,  t o  r e m o v e  t h e  n o n - l i n e a r i t y .  S i n c e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  

i s  d e f i n e d  o n l y  o n  l i n e  s e g m e n t s ,  

, .  

i t  i s  n e c e s s a r y  t o  a d d  u p p e r  a n d  CI _ .  
l o w e r  b o u n d  c o n s t r a i n t s  on x l ,  x 2 ,  

a n d  x g  t o  a s s u r e  t h a t  t h e s e  v , a r i -  

a b l e s  s t a y  w i t h i n  t h e i r  r e g i o n s  

o f  d e f i n i t i o n .  F u r t h e r m o r e ,  i t  i s  

n e c e s s a r y  t o  i m p o s e  t t i e  c o n s t r a i n t  

1 y ,  5 1 s o  t h a t .  o n l y  o n e  o f  t h e  

t h r e e  s e g m e n t s  i s  s e l e c t e d  i n  a n y  

3 

r = 1  

s o l u t i o n .  I 

T h e  f o r e g o i n g  d i s c u s s i o n  f o r  
- x  a b M 

T A -  5205-31 

a c o n c a v e  c o s t  i ' r i n c t i o n  i n  o n e  

v a r i a b l e  g e n e r a l i z e s  a t  o n c e  t o  FIG. 2 REPLACING A CONCAVE COST 

s e p a r a b l e  c o n c a v e  o b j e c t i v e  f u r i c -  

t i o n s .  S u p p o s e  t h a t  t h e  o b j e c t i v e  

f u n c t i o n  i s  

FUNCTION BY SEVERAL LINEAR 
COST FUNCTIONS 

n 

w h e r e  4 ( u  i s  a c o n c a v e  f u n c t i o n  i n  one  v a r i a b l e  a n d  2: i s  a 0 - 1 
v a r i a b l e .  The  te rms  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u r l c t i o r i  car1 be r e p r e s e n t e d  a s  

1 1  I 

14 



8 
a n d  

w h e r e  

n =  
I 

m’, = 

m i  = 

Number  o f  s e g m e n t s  i n t h e  
f u n c t i o n ,  

U p p e r  e n d  o f  s e g m e n t  i i n  
c a v e  f u n c t i o n ,  

0 

S u b s t i t u t i n g  i n t o  P r o b l e m  I11 y i e l d s  

n 
“ I  

Zlinimi ze 
, = 1  1 = 1  

su b j ec  t t o A ‘ X ‘  B 

m’,y’, - x’, 2 0 

1 .  

y’, i n t e g e r  

w h e r e  x ’  i s  t h e  c o l u m n  v e c t o r  ( .Y: ,  

i s  t h e  m a t r i x  w h o s e  c o l u m n s  a r e  ( A l ,  . .  . 

. .  n ,  

. . n ;  

. n  

1 
X * ’  

j t h  c o n c a v e  

t h e  j t h  c o n -  

L = 1, . . .  n 
I 

L = 2 ,  . . .  n 

1 9 
, . x n  , x i ,  . .  

I 
A , ,  A ,  , . . .4, 

P r o b l e m  1’ 

x :  1 ,  arid A ’  

. . . A n ,  . . . A , ) ,  
I 

e a c h  c o l u m n  A b e i n g  r e p e a t e d  n t i m e s ,  a n d  b i s  t h e  s a m e  a s  i n  

P r o b l e m  111. 
I I 

E x a m i n a t i o n  o f  P r o b l e m  b s t low? i t s  s t r u c t u r e  t o  b e  t h a t  of I ’ rob-  

lem TTI a n d  h e n c e  t h e  a l g o r i t l i n r  fo r -  s o l \ i i i g  t h a t  p r o b l e m  c a n  h P  a p p l i ~ d  

h e r e .  C o m p u t a t i o n a l l y ,  P r o b l e m  C I S  a mucIi l a r g e r  p r o b l e m  t h a n  

P r o b l e m  I11 b e c a u s e  e a c h  h a r i a b l e  has b e F n  r e p l a c e d  b \  s e i p r a l  

1 5  



v a r i a b l e s  t o  r emove  t h e  n o n -  1 i r i e a r i t , ~  i n  t h e  o b j e c t i v e  f u r i c t i o r i  a n d  

b e c a u s e  c o n s t r a i n t s  h a v e  b e e n  a d d e d .  C o m p u t a t i o n a l  a s p e c t s  a r e  d i  s -  

c u s s e d  f u r t h e r  in Spct .  i o n  I I I .  

2 .  Convex  C o s t s  

I n  t h e  a b s e n c e  o f  f i x e d  (.barges, p r o b l e m s  i r i v o l v i r i g  s e ~ ) a r a b I e  c o n -  

v e x  c o s t s  and l i n e a r  ( . o r i s t r a i r i t s  c a n  b e  t r e a t e d  by t h e  t c c t i r i i q u e s  o f  

s e p  a r a b 1 e c on  v e x p r o g r  amrri i ri  g 

o f  s e p a r a b l e  c o n v e x  p r o g r a m m i  rig c a l l s  f o r  r e p r P s e r i t i n g  e a r h  1 ' u n r . t i o n  o f  

o n e  v a r i a b l e  i n  t h e  c o n v e x  o b , j e c t i v F  f u n c t i o n  by a p i e c e w i s t ~  l i r i e s r  f u n r -  

t i o n .  For  t h e  z t h  v a r i a b l e ,  t h e  l i n e  s e g m e n t s  a r e  e x p r e s s e d  in t e r m s  01 '  

t h e  v a r i a b l e s  A l l  a n d  h a v e k s l o p e s  S I I .  T h e n  x t  i s  r e p l a c e d  h y  2 ~'2  

a n d  c ( n l  1 
c h a n g e s  a r e  made i n  t he  f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m ,  t h e n  t h e  f i x e d - c h a r g e  c o n -  

s t r a i n t s  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s  

[ 1 0 , Cti a p  . 2 -2.1 . ' I t)  P b o i l  r i  ti c d - v a I' i a t) 1 P r w  t t i  o t l  

k 

] ,= 1 1 1  ' 
i s  r e p l a c e d  by f, S l l A l l  i f  t h e r e  a r e  k s e g r n e n t , ~ .  I f  t h e s e  

1. - 

k 

L = 1 , 2 ,  . . . ,  n 

T h e r e f o r e ,  t h e  u s e  o f  a s i n g l e  f i x e d - c h a r g e  v a r i a b l e  f o r  e a r h  c o n -  

v e x  c o s t  f u n c t , i o n  i s  s u f f i c i e n t  t o  t r e a t  t h e  p r o b l e m .  

D .  A F i x e d - C h a r g e  P r o b l e m  with T r a n s p o r t a t i o n  Costs 

F o r  t h e  w a r e h o u s e  l o c a t i o n  p r o b l e m  i n  p a r t i c u l a r ,  t h e  v a r i a b l e  c o s t s  

c o n s i d e r e d  a r e  t y p i c a l l y  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t s  f r o m  t h e  w a r e h o u s e s  t o  t h e  

c u s t o m e r s ,  w i t h  t h e  f i x e d  c h a r g e s  b e i n g  i n c u r r e d  f o r  e a c h  w a r e h o u s e  o p e n e d  

T h u s  P r o b l e m  111 b e c o m e s  

M i n i m i z e  12 c L l x l J  + f l y L  

s u b j e c t  t o  X X  D J  

L J  

1 1  - 

M I Y l  - 2 x > 0  
] 1 1  - 

X l  - < 1  

X I B Y ,  2 0 

j 

1 

16 

= 1 , 2 ,  

= 1 , 2 ,  



8 
Here DJ r e p r e s e n t s  t h e  d e m a n d s  o f  t h e  j t h  C U S L U O ~ T I ~ I ,  x * l  L I I C  - ( l l l l v L I I I u  ---..-t 

‘ I  
s h i p p e d  f r o m  w a r e h o u s e  L t o  c u s t o m e r  1 ,  M I  t h e  ~ t h  w a r e h o u s e  c a p a c i t y ,  

a n d  y ,  t h e  f i x e d  c h a r g e  0 - 1 v a r i a b l e  a s s o c i a t e d  w i t h  w a r e h o u s e  1 .  

As i n  P r o b l e m  I I I ,  a n  i n i t i a l  f ’ e a s i b l e  s o l u t i o n  c a n  b e  f o u n d  by 

s o l v i n g  P r o b l e m  VT a s  a l i n e a r  p r o g r a m .  A more e f l ’ i c i e n t  m e t h o d  i s  t o  

r e c o g n i z e  t h a t  i f  y i s  t r e a t e d  a s  a con t i r i i i o r i s  variable, t h e n  a t  o p t i -  

m a l i t y  t h e  c o n s t r a i n t s  M l y ,  - 1 x > 0 w i l . 1  b e  s a t i s f i e d  e x a c t l y .  

S i n c e  a l l  c o e f f i c i e n t s  i n  t h e  o b j e c t i v e  f i i n c t i o n  a r e  p o s i t i v e ,  m i n i m i -  

z a t i o n  w i l l  b e  a c h i e v e d  t iy  m a k i n g  t h e  y ,  a s  s ina l1  a s  p o s s i b l e .  ‘Ihris 

y ,  = ( l / M i ) ~ x l l .  S u b s t i t u t i n g  f o r  y ,  i n  t h e  o t h e r  c o n s t . r a i r i t , s  arid i n  

t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  l e a d s  t o  

I J ~- 
. . .  I 

I .  

s u b j e c t  t o  1 x > D I  J 7 1 , 2 ,  . . .  ri 
1 1  - 

- z x  i - , V  L = 1 , 2 ,  . . .  m , ‘ I  - 

X z o  
‘ I  - 

, 

w h i c h  i s  a p u r e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  i f  [ c  + ( f , ~ ’ . \ l , ) 1  < 0 ,  f o r  a l l  

L ,  j .  T h e  s h i p p i n g  c o s t s  a r e  w e i g h t e d  by an  a d d i t i o n a l  f a c t o r  ( f , / M , )  
w h i c h  c a n  b e  t h o u g h t  o f  a s  the  o v e r h e a d  c o s t  b o r n e  per  u n i t  s h i p p e d  if 

a s i t e  were s t o c k p i l e d  t o  c a p a c i t y .  As a w e i g h t i n g  f a c t o r ,  ( f l / M , )  
t e n d s  t o  make l a r g e  w a r e h o u s e s  w i t h  s m a l l  f i x e d  c o s t s  a t t r a c t i v e  a n d  

h e n c e  a c t s  i n  t h e  r i g h t  d i r e c t i o n .  A s  p r e v i o u s l y ,  i f  y ,  i s  p o s i t i v e  a t  

o p t i m a l i t y ,  t h e n  s e t t i n g  i t  t o  1 y i e l d s  a n  i n i t i a l  f e a s i b l e  s o l u t i o n .  

1 1  

FMAX a n d  FMIN v a l u e s  c a n  a l s o  b e  f o u n d  i n  t h i s  c a s e  b y  s o l v i n g  

t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m s ;  t h e  f o r m e r  b y  s e t t i n g  a l l  y ,  t o  1 a n d  t h e  

l a t t e r  by s e t t i n g  a l l  c t o  0 i n  P r o b l e m  VI.  F i n a l l y ,  g i v e n  a v e c t o r  

y ,  w i t h  c o m p o n e n t s  y l 1 ,  P r o b l e m  1’1 r e d u c e s  t o  
‘ I  

M i n i m i z e  2 c x , , 1 1  1 1  

I ‘ I  - 
s u b j e c t  t o  1 x i D I  J = 1 , 2 ,  . . .  n 

- z x  ;’ - , J I L y l l  L = 1 , 2 ,  . . .  m 
‘ I  - 

1 7  



w h i c h  i s  a l s o  a t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e r i i .  S i n c e  yi  h a s  v a l u e s  o f  e i t h e r  

0 o r  1 ,  t h e  s e c o n d  set o f  c o n s t r a i n t s  e x p r e s s e s  t l ie  f a c t  t h a t  a w a r e -  

tioilse i s  e i t h e r  o p e n  ( w i t h  c a p a r  i t ,y  AI, ) o r  (: l o s r d  ( z e r o  c a p a c  i 1 . y ) .  

l h e  a r g u m e n t s  i n  t h e  f o r e g o i n g  t w o  p a r a g r a p h s  i n d i c a t e  t t i a t  i 1' 

t h e  v a r i a b l e  c o s t s  a r e  o f '  t,he t r a n s p o r t a t i o n  t y p e ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  

r e p  l a c e  t he  s i  rnp 1 e x  method b y  el' f i c i e n t  t r a n s p o r t a  t i o n - p r o h  leni a l g o -  

r i t  hriis i n  s o l v i n g  t h e  s u t ) p r o b l c r n .  

f : .  The F i x e d - C h a r g e  T r a i i s p o r t a t  i o n  P r o h l e m  

This  p r o b l c m ,  d c s ( . r i b e d  by B a l i r i s k i  1 6 1 ,  i n v o l v e s  a f i x e d  c h a r g e  

a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  t r a n s p o r t a t i o n  l i n k  t h a t  i s  u s c d  r a t h e r  t h a r l  w i t h  

e a c h  s o i i r c e  o p e n e d .  F o r m a l l y ,  t h e  p r o b l e m  c a i i  h e  s t a t e d  a s  

M i n i m i z e  Z F c x + f l l y l I  
I 1 1  ' I  1 

I s u b j e c t  t o  X x D I  j 2 1 , 2 ,  . . .  n ' 1 1  - 

P r o b l e m  V I 1  I L = ] , 2 ,  . . .  m 

I 

J 
w h e r e  D i s  t h e  j t h  d e m a n d ,  S I  t h e  i t h  s u p p l y ,  a n d  m = niiri ( D l , S l ) .  
I n  h i s  p a p e r  B a l i n s k i  n o t e s ,  a s  we d o ,  t h a t .  if t t i e  f i x e d - c h a r g e  v a r i -  

a b l e s  y a r e  t r e a t e d  a s  c o n t i i i u o ~ ~ s ,  t h e n  i n  t h e  o p t i m a l  l i n e a r  p r o g r a n i -  

mirig s o l i l t i o n  

I 1 1  

' I  

a n d ,  h e n c e ,  t t i e  I i n e a r  p r o b l e m  r a n  b e  r e d u c e d  t o  a p r o b l e r i i  i n  x . 

H a l i n s k i  u s e s  t h e  f o r m u l a t i o n  a s  an  a p p r o x i i n a t i o n  t o  t h e  i n t e g e r  s o l u -  

t i o n ,  w h e r e  a n y  l i n k  t l i a t  c a r r i e s  some g o o d s  i s  c o n s i d e r e d  o p e n  arid 

t h e  f u l l  f i x e d  c h a r g e  i s  a s s e s s e d .  He p r e s e n t s  c o m p u t a t i o r i s  t o  slio\v 

t h a t  t h i s  a p p r o x i n i a t i o n  h a s  t h e  d e n i r a b l r  p r o p e r t y  t h a t ,  a s  t h e  f i x e d  

r o s t s  o f  i n d i v i d u a l  l i n k s  i r i r r e a s e .  t l i e  iiiirriber o f  l i n k s  clioseri  i s  r .edu( .ed.  

1 1  
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P r o b l e m  VI1 h a s  t h e  s a m e  s t r u c t u r e  a s  P r o b l e m  I a n d  h e n c e  a n  e x a c t  

s o l u t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d  i n  t h e  saiiie w a y .  A s  i n  P r o b l e m  V T ,  t h e  s u b -  

p r o b l e m  i s  a t r a n s p o r t a t i o n  n e t w o r k  a n d  c a n  b e  s o l v e d  b y  a p p l i c a t i o n  o f  

a t r a n s p o r t a t i o n  a l g o r i t , h m .  I n i t i a l  f e a s i b l e .  s o l u t i o n s ,  a n d  v a l u e s  o f  

FMAX a n d  F h l I N ,  c a n  b e  o b t a i n e d  i n  t h e  same way a s  d e s c r i b e d  p r e v i o u s l y .  

T r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m s  a r e  c h a r a c t e r i z e d  b y  a l a r g e  n u m b e r  o f  v a r i -  

a b l e s .  I n  t h e  w a r e h o u s e  l o c a t i o n  p r o b l e m ,  t h e  c a l c u l a t i o n s  a r e  s i m p l i -  

f i e d  b e c a u s e  o n l y  o n e  i n t e g e r  v a r i a b l e  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  s o u r c e .  

I n  t h e  f i x e d - c h a r g e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m ,  h o w e v e r ,  a n  i n t e g e r  v a r i a b l e  

i s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  f e a s i b l e  l i n k .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  t e s t  p r o b l e m s  

d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  I V - C  i n v o l v e  o n l y  f i v e  s o u r c e s  a n d  s e v e n  d e s t i n a -  

t i o n s ,  w i t h  e a c h  s o u r c e  a b l e  t o  s e n d  g o o d s  t o  a l l  d e s t i n a t i o n s .  H e n c e  

t h e  p r o b l e m  i n v o l v e s  35  i n t e g e r  a n d  35 c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  ( a n d  4 7  c o n -  

s t r a i n t s ) .  T h e  FMAX a n d  FMIN t e s t s ,  a l t h o u g h  t h e y  r e d u c e  c o n s i d e r a b l y  

t h e  a l l o w a b  e n u m b e r  o f  l i n k c o m b i n a t i o n s ,  s t i l l  l e a v e  a n  e x t r e m e l y  

l a r g e  numbe  o f  v e c t o r s  y 1  ( a n d  h e n c e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m s )  t o  b e  

c o n s i d e r e d .  H o w e v e r ,  t h e r e  a r e  a n u m b e r  o f  a d d i t i o n a l  r e g u l a r i t i e s  i n  

t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  p r o b l e m  t h a t  c a n  b e  u s e d  t o  r e d u c e  t h i s  n u m b e r .  

T h e  s i m p l e s t  o f  t h e s e  i s  t h e  f a c t  t h a t  a t  l e a s t  o n e  s o u r c e  m u s t  s u p p l y  

e a c h  d e s t i n a t i o n  a n d ,  h e n c e ,  a t  l e a s t  o n e  l i n k  m u s t  b e  i n c i d e n t  t o  

e a c h  d e s t i n a t i o n .  I f  i t  s h o u l d  h a p p e n  t h a t  n o  s i n g l e  s o u r c e  c a n  s u p p l y  

t h e  e n t i r e  d e m a n d  o f  a p a r t i c u l a r  d e s t i n a t i o n ,  t h e n  a minimum n u m b e r  o f  

l i n k s  i n c i d e n t  t o  t h i s  d e s t i n a t i o n  c a n  b e  d e t e r m i n e d  a n d  t h i s  f a c t  c a n  

b e  u s e d  c o m p u t a t i o n a l l y .  Hy s y m m e t r y  b e t w e e n  s o u r c e  a n d  d e s t i n a t i o n ,  

s i m i l a r  c o n s t r a i n t s  a p p l y  t o  t h e  d e s t i n a t i o n .  B a l i n s k i  p r o v e s  t h a t  

t h e r e  e x i s t s  a n  o p t i m a l  i n t e g e r  s o l u t i o n  w h i c h  i s  a l s o  a b a s i c  s o l u t i o n .  

S i n c e  t h e  maximum n u m b e r  o f  o p e n  l i n k s  i n  a n y  b a s i c  s o l u t i o n  i s  

rn + n - 1 ( m  = n u m b e r  o f  s o u r c e s ,  n = n u m b e r  o f  d e s t i n a t i o n s ) ,  a l l  

c o m b i n a t i o n s  w i t h  more  t h a n  t h i s  n u m b e r  o f  o p e n  l i n k s  c a n  b e  d i s c a r d e d .  

I n  s u m m a r y ,  a l t h o u g h  t h e  f i x e d - c h a r g e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  i n -  

v o l v e s  a l a r g e  n u m b e r  o f  0 - 1 v a r i a b l e s ,  t h e  n u m b e r  o f  y ,  v e c t o r s  t h a t  

n e e d  t o  b e  c o n s i d e r e d  c a n  b e  r e d u c e d  b y  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  s t r u c -  

t u r e  o f  t h e  p r o b l e m .  
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known a s  b r a n c h - a n d - b o u n d  a l g o r i t h m s , ' w e r e  d e v e l o p e d  f o r  a i i - i n L e g e r  

p r o g r a r n m i n g  p r o b l e m s .  O n e  s u c h  a l g o r i t h m ,  t h e  b o u n d -  a n d -  s c a n  a l g o -  

r i t h m ,  d e v e l o p e d  b y  F .  S H i l l i e r  1 1 1 1 ,  was  a d a p t e d  f o r  t h e  p r e s e n t  

w o r k .  

T h e  b a s i c  i d e a ,  t h e n ,  i s  t o  u s e  t h e  H i l l i e r  a l g o r i t h m  t o  g e n e r a t e  

0 - 1  s t r i n g s  w h i c h ,  i t  t u r n s  o u t ,  s a t i s f y  t h e  c o n s t r a i n t s  t h a t  a r e  b i n d -  

i n g  ( c o n s t r a i n t s  s a t i s f i e d  w i t h  e q u a l i t y )  i f  t h e  p r o b l e m  i s  s o l v e d  a s  

a l i n e a r  p r o g r a m  a n d  w h i c h ,  f u r t h e r m o r e ,  y i e l d  v a l u e s  o f  t h e  f i x e d  

c o s t  t h a t  f a l l  w i t h i n  t h e  FMAX a n d  FMIN b o u n d s .  S i n c e  u p p e r  b o u n d s  

a r e  known f o r  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  X v e c t o r ,  a s i m p l e  a l g e b r a i c  t e s t  

f o r  f e a s i b i l i t y  o f  t h e  s u b - p r o b l e m  ( P r o b l e m  I1 o f  S e c t i o n  11) c a n  b e  

p e r f o r m e d  i f  a l l  e l e m e n t s  o f  t h e  A m a t r i x  a r e  n o n - n e g a t i v e .  T h i s  t e s t ,  

w h i c h  i s  n e c e s s a r y  ( b u t  n o t  s u f f i c i e n t  i n  a l l  c a s e s )  i n v o l v e s  s e t t i n g  

t h o s e  c o m p o n e n t s  o f  x t h a t  c o r r e s p o n d  t o  y ,  = 0 
t h e  o t h e r  c o m p o n e n t s  o f  X t o . t h e i r  u p p e r  b o u n d s  

s t r a i n t s  a r e  n o t  s a t i s f i e d ,  t h e  0 - 1  s t r i n g  d o e s  

s o l u t i o n .  I f  t h e  a l g e b r a i c  t e s t  i s  p a s s e d ,  a 1 

w h i c h  i n v o l v e s  o n l y  t h e  c o m p o n e n t s  o f  X t h a t  c o  

t o  z e r o  a n d  s e t t i n g  a l l  

I f  a n y  o f  t h e  c o n -  

r i o t  l e a d  t o  a f e a s i b l e  

n e a r  p r o g r a m  i s  s o l v e d  

r e s p o n d  t o  y ,  = 1 .  

T h i s  l i n e a r  p r o g r a m  l e a d s  e i t h e r  t o  a n  i n f e a s i b l e  s o l u t i o n  o r  t o  a n  

o p t i m a l  s o l u t i o n  o f  t h e  s u b p r o b l e m  i n  X .  T h i s  o p t i m a l  s o l u t i o n ,  i f  i t  

e x i s t s ,  i s  t h e n  s u b s t i t u t e d  b a c k  i n t o  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  o f  t h e  

o r i g i n a l  p r o b l e m  t o g e t h e r  w i t h  y ,  t o  d e t e r m i n e  w h e t h e r  a n  i m p r o v e d  s o -  

l u t i o n  h a s  b e e n  f o u n d  a n d  w h e t h e r  t i g h t e r  b o u n d s  c a n  b e  i m p o s e d  o n  

FMAX. 

B e c a u s e  t h e  H i l l i e r  h o u n d - a n d - s c a n  a l g o r i t h m  w a s  a n  e s s e n t i a l  p a r t  

o f  t h e  c o m p u t a t i o n s  p e r f o r m e d ,  P a r t  B s k e t c h e s  t h i s  a l g o r i t h m  a n d  

P a r t  C d e s c r i b e s  t h e  m o d i f i c a t i o n s  m a d e  t o  a d a p t  i t  f o r  u s e  i n  f i x e d -  

c h a r g e  p r o b l e m s .  A g e n e r a l  d e s c r i p t i o n  a n d  f l o w  d i a g r a m  o f  t h e  f i x e d  

c h a r g e  a l g o r i t h m  i s  p r e s e n t e d  i n  P a r t  D .  The  r e m a i n i n g  p a r t s  ( P a r t s  E - G )  
p r e s e n t  v a r i a t i o n s  o n  t h e  b a s i c  c o m p u t a t i o n a l  m e t h o d  t o  d e a l  w i t h  s p e -  

c i a l  p r o b l e m s .  

R .  T h e  H i l l i e r  B o u n d - a n d - S c a n  A l g o r i t h m  

T h i s  p a r t  d e s c r i b e s  t h e  H i l l i e r  b o u n d - a n d - s c a n  a l g o r i t h m  f o r  t h e  

p u r e  i n t e g e r  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m  a s  p r e s e n t e d  b v  H i l l i e r  [ l l ] .  

SC.?, e . g . ,  1121 a n d  [131 f o r  a survt'y o f  thrsr  a l g o r i t h m s .  I 
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T h i s  a l g o r i t h m  w a s  original I y  d e v e l o p e d  f o r  p r o b l e m s  w i t h  g e n e r a l  

t e g e r  v a r i a b l e s  i n  w h i c h  t h e  r a n g e  o f  t h e  v a r i a b l e s  c o u l d  h e  q u i t e  

l a r g e .  

i n -  

Hillier a s s u m e d  t h a t  t h e  o b ~ i e c t i v e  f u n c t i o n  i s  t o  b e  m a x i r n i z p d  

f i i i d i r i g  ari ; i p I ) rox i rna t . c  f e a s i  t i l  r i r i t ( . p r r  s o l r i t i o r i  Hi1 1 i e r  bpgai i  t ) y  

X = X o ,  and a d d i n g  t t i e  r o i i s t r a i r i t  t h a t .  t k i e  ok i , i f ' c t i v fx  f \ i I i c t , i o r i  C X m ~ ~ s t ,  

e q u a l  o r  e x c e e d  t h e  v a l u e  C X o  f o r  t l i i s  s u b o p t i i n a l  s o l l i t i o n  l l ( ,  t h r J r i  

m a d e  t h e  f o l  l o w i  rig krly  o b s e r v n t  i (111: t.he s 

n o n - i n t e g e r )  t , h a t  s a t i s f y  I ) o t h  t h i s  o t ) . j f l r t  

t h e  c o n s t r a i n t s  t h a t  a r e  h i i i d i r i g  O I I  t l l e  01)  

l i n e a r  p r o g r a m  o r  I , P ' )  s o l u t i o n  m u s t  c o l i t a  

t i o n .  F u r t t i e r n i o r e ,  the. r x t r e m e  p o i i i t s  o f  

T h i s  i s  i l l u s t , r a t e d  i n  F i g u r e  3 .  

APPROXIMATE 
INTEGER SOLUTION 

I T 6 - 5 2 0 5 - 3 2  

FIG. 3 EXAMPLE OF N-SIMPLEX FORMED 
BY BINDING CONSTRAINTS 

f-lere l i n e  s e g m e n t s  1 ,  2 ,  a n d 3  r e p r e s e n t  c o n s t r a i n t s ,  of' w t r i c t i  1 a n d  2 
a r e  b i n d i n g  b u t  3 i s  n o t  i f  t h e  p r o b l e r i i  i s  s o l v e d  a s  a I i r i e a r  p r o g r a i n .  The 

o b j e c t i v e  f u n c t i o n  c x i s  d r a w n  t h r o u g l i  a n  a p p r o x i i n a t e  i n t e g e r  s o l i i t i o r i .  

T h e  t r i a n g l e  d e f i n e d  by ABC i s  a s i m p l e x  i n  2 - s p a c e .  S i n r e  a n )  i r i i p ~ . o \ e -  

m e n t  i n  t h e  i n t e g e r  s o l u t i o n  p e r m i t s  n i o v i ~ i g  t h e  l i n e  C X c l o s e r  t o  t.11e 

p o i n t  C ( t h e  LP o p t i m u m ) ,  a n y  s u c h  i m p r o v e d  s o l u t . i o r i  l i e s  w i t h i n  t h r  

t r i a n g l e .  

For  convenience, t h e  abbreriation LP w ~ l l  bP used f o r  l i n r u r  p r o g r a m  
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. . .  The e x t r e m e  p o i n t s  o f  t h e  s i m p l e x  p l u s  t:,e p o s ~ t i - ; i t y  c e n s t r s i n t s  

p r o v i d e  t w o  p i e c e s  o f  i n f o r m a t i o n :  

( 1 )  Any p o i n t  i n s i d e  t h e  n - s i m p l e x  c a n  b e  w r i t t e n  a s  a 
c o n v e x  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  rz + 1 e x t r e m e  p o i n t s ;  L . c . ,  

n 

x = 1 p t x 1  , 
1 = 1  

w h e r e  

U p p e r  b o u n d s  ( L . e . ,  b o u n d s  l e s s  t h a n  o n e )  c a n  t h e n  b e  
d e t e r m i n e d  o n  some  o f  t h e  v a l u e s  o f  / J ,  b y  u s i n g  o t h e r  
i n  f o r m a t i o n  a b o u t  the  o r i g i n a l  p r o b  1 e m .  

( 2 )  T h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  e x t r e m e  p o i n t s  ( p l u s  t h e  c o -  
o r d i n a t e  a x e s )  d e t e r m i n e  t h e  minimum a n d  maximum v a l u e s  
o f  e a c h  o f  t h e  v a r i a b l e s  x l  a n d  h e n c e  t h e i r  r a n g e .  An 
e x a m p l e  i s  s h o w n  i n  F i g u r e  4 .  

0 0 
TA- 5205-33 

FIG.4  BOUNDS ON THE ALLOWABLE 
RANGE OF VARIABLES 

Here t h e  s o l i d  r e c t a n g l e  d r a w n  t h r o u g h  t h e  e x t r e m e  p o i n t s  o f  t h e  

s i m p l e x  o f  F i g u r e  3 a n d  t h e  f i r s t  q u a d r a n t  x , - a x i s  i n d i c a t e s  t h a t  

0 - x 1  5 a a n d  b 5 x : ,  5 C. 
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The n e x t  s t e p  iri t h e  a l g o r ~ i t h r n  i s  t o  s e p a r a t e  t h e  variable's i r i t o  

f o u r  g r o u p s :  

I t  can b e  shown t t ia t .  t .he  s e t  of '  n o n - b a s i c  v a r i n b l r ~ s  m i i s t  satisfy 

t h e  r e1  a t i o n ,  

>' x J / ( m a x  x , )  1 , ( 1 )  
] F ' J I X J  I l O f I - k ~ ~ ~ l ~ ~  

w h e r e  max x i s  t h r  l a r g e s t .  v a l u e  o f  x w i t h i n  t h e  n - s i m p l f ' x  ( ; n r i i p i i t a -  

t i o r i a l  e x p e r i e n c e  h a s  shown  t h a t  f o r  r r o i i -  b a s i c  v a r i a h l e s ,  max x i s 

g e n e r a l l y  - 1 o r  2 .  T h e s e  s m a l l  r a n g e s  on  x c o m b i i i e d  w i t h  c n r i s t . i ~ a i r i t  

( I ) ,  r e s u l t  i r i  m a k i n g  t h e  n u m h e r  o f  n o r i - b a s i c  c o m b i r r a t . i o r i s  t t i a t  rifled t o  

b e  e x a m i n e d  a p p r o x i m a t e l y  l i n e a r  w i t h  t h r  n u m b e r  o f  n o r i - L a s i r  \ a r ~ i a b l e s .  

J 

J 

1 ,  

T h e  a l l o w a b l e  c o m h i n a t i o l i s  01 v a l i i e s  o f  t h e  r i o r i - h a s i c  v a r i a b l e s  

a r e  e x a m i n e d  s u c c ~ s s i v e l y . ~  Icach c o m b i n a t i o n  forms a t r ) i ) e rp l  a r i ( ' .  Ttrr 
i n t e r s e c t i o n  o f  t h i s  h y p e r p l a n e  w i t h  t h e  n - s i m p l e x  d e t r r . m i r i e s  t i g h t  c o w  

d i t i o n a l  h o u n d s  on  a l l  t t ie r e m a i n i n g  v a r i a b l e s .  l h i s  i s  i l  l u s t r a t e d  f n ~ .  

a v e r y  s i m p l e  c a s e  i n  t w o  d i m e r i s i o n s  i r i  I i g i i r e  5 ,  w h e r e  .x, i s  b a s i c  a r i d  

x 1  i s  r i o r i - b a s i c .  F i x i n g  .xi at .  I r e d i i c r t s  t h e  r a n g e  o f  x ,  t o  rl x ,  ;- e .  

I f  t h e  h o u r i d s  on t h r  b a s i c  v a r i a l i l e s  a r e  s u c h  t t i a t  t h e  r a n g e  o f  orie o r  

mor( '  o f  t h c m  t1ot.s riot  c o r i t a i r i  a i i  i n t e g r ' r  v a l u e .  t t i i s  p a r t i  a 1  s o l u t i o n  

n e e d  riot  b e  e x a m i n e d  f u r t h e r .  T t i a t  i s .  t h r  p a r t i a l  s n l u t i o r i  i s  

i n e l  i g i b  1 e .  

G i v e n  air e l i g i h l r  p a r t i a l  s o l i i t i o r i .  t h e  a l g o r i t h m  t i i r r i s  t o  t t i e  

G r o u p  2 v a r i a b l c s .  H i l l i e r  p r o , j e c , t s  t t i e  i r i t r r s f , c : t , i o i i  o f  t t i c ,  I ' a r t i a l  

s o l u t i o n  h v p e r p l  arie anti t . h e  n -  s i i n l ) l e x  o n t o  t h r  p I  arir: d ( : t e r r n i r i e d  b \  t l i r  

1 
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FIG. 5 EXAMPLE OF CONDITIONAL 
BOUNDS ON VARIABLES 

CONVEX HULL 

TA - 520 5 - 35 

FIG. 6 CONVEX HULL 
OF PROJECTED EXTREME 
POINTS 
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To make t h e  G r o u p  '3 a n d  4 procedures w o r k ,  a n  i n i t i a l i z a t i o n  p r o -  

c e d u r e  i s  p e r f o r m e d  a t  t h e  t i m e  t h e  v a r i a b l e s  a r e  g r o u p e d  S p e c i f i -  

c a l l y ,  f o r  e a c h  G r o u p  3 v a r i a b l r  u se  t h e  s i m p l e x  m e t h o d  t o  f i n d  

arid 

s u b j e c t  t o  t h e  o r i g i r r a l  p r o b l e m  t o n s t r a i n t ~  at id  t h e  c o n s t r a i n t  

c x _> c x 0 .  T h a t  i s ,  f i x   he f i i 5 t  ( 1  - f )  v a r i a b l e s  a t  t t i r i r  v d l r i e s  i n  

t h e  i n i t i a l  f e a s i b l e  s o l u t i o i t ,  X , , ,  d n d  then s o l v e  t h e  L P  p r o b l e m s  o f  

m a x i m i z i n g  x a n d  m ~ r r i m 1 7 1 n g  Y l o r  ~ u n v e n i e n c e  dnd  f o [  l a t c r  u s e ,  

l e t  b o  b e  the  v e c t o r  o b t a i i i e d  b y  s u b t r a c t i n g  t h e s e  f i x e d  v d l u c s  f r o m  

b ( t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  t h e  c o n s t r a i n t  s e t )  

J I 

T h e  s i m p l e x  m e t h o d  i s  u s e d  t o  o b ~ a i n  t h e s e  m a x i m a  a n d  m i n i m a  a n d  

1 a n d  

G i v e n  t h e  v a l u e s  o f  t h e  G r o u p  1 a n d  2 v a r i a b l e s  a n d  
Y I  m 

t h e  o p t i m a l  v a l u e s  o f  c o r r e s p o n d i n g  d u a l  v a r i a b l e s  ( y T L ,  . . . 
( y I  1 ,  . . . ,  y;:) 
t h e  p r e v i o u s  G r o u p  3 v a r i a b l e s ,  Lour ids  o n  e a c h  G r o u p  3 v a r i a b l e  c a n  b e  

d e t e r m i n e d  b y  u s i n g  t h e  f a c t  t h a t  

* 

* *  

niax C x 

i s  a c o n c a v e  f u n c t i o n  o f  b ( s e e ,  e . g . ,  h a r l i n  1 1 3 1 ,  p .  2 3 9 1 ) .  T h i s  f a c t  

i m p l i e s  t h e  f o l l o w i n g  b o u n d s  a s  t h e  maximum an t i  m i n i m u m  v a l u e s  o f  

G r o u p  3 v a r i a b l e s ,  g i  v e r i  t h e  p r e v i o u s  v a r i  a b 1  e s :  

m 

w h e r e  Abl  i s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  t h e  C O I I -  

s t r a i n t  s e t  f o r  t h e  i n i t i a l  i n t e g e r  s o l u t i o n  ( b o )  a n d  t h e  r i g h t - h a n d  

s i d e  f o r  t h e  c u r r e n t  [ i a r t i a l  s o l u t i o n  b e i n g  e x a m i n e d .  T h e  l i n e a r  p r o -  

g r a m m i n g  b o u n d s  e s t a l ) l i s h e d  i l l  t h i s  way f o r  t h e  G r o u p  3 v a r i a b l e s  a r e  

c o m p a r e d  w i t h  t h e  e x t r e m e  p o i n t  b o u n d s ,  a n d  w h i c h e v e r  i s  t i g h t e r  i s  
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8 

r .  I h e  b a s i c  c t i a n g r  w a s  t o  I I S C ;  o i i l y  t t i c s  ( ; ro r i i ) s  1 ,  2 a i id  3 i i o r t , i o i i s  o f  

t h e  a l g o r i t h m  t o  g e i i r r a t c .  a n  e l i g i b l e  0 - 1  s L r i i i g .  'To d ( ~  t l i i s .  \ a r i a l ) I f ~ ~  

were a r r a n g e d  so  t h a t :  

( I )  G r o u p  1 c o n s i s t s  o f  n o n - b a s i c  i n t e p r r  v a r i a L J ( ~ s  

( 2 )  C r o u p  2 c o n s i s t s  0 1 '  2 h a s i c .  i r i t e g e r  \ a r i ; ~ t J l c . s  p l i r s  
a n y  v a r i a b l e s  wit.11 0 1-angct. 

. .  
( 3 )  G r o u p  3 r o n s i s t s  o f  t h r  r e s t  o f  t tir h i i s i ( -  i n t ( ' g ( . r .  

v a r i a b  I e s .  
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.I rri imbfxr~ o f  rnirior c o m p u t a t i  oi ia1 c - h a n g e s  ~ . c r ( ’  r n a d ( ~ .  surh :IS a d t l i  rig 

a riiore r f f i c i e n t  l i n e a r  p r o g r a m  s o l v e r  f o r  i r i i t , i a I i z a t  io r i  i n  ( ; roup  3 ,  t o  

i n r r e a s e  c o m p u t a t i o n a l  e f f i c i e n c y  o f  t l ie  a l g o r i  t h r n  

The  i m p o r t a n t ,  p o i n t  a b o u t  t h e  u s e  o f  t l i e  I I i  l l i e r  a l g o r i  thm i s  t h a t  

i t  p r o v i d e s  a c o n v e n i e n t ,  w a y  o f  r c d u c i r i g  t , h e  n i i r n b ( ~ r  o f  cI i g i  I l l  e 0 -  1 

s t r i n g s  t o  e x a m i n e .  ‘I‘hc a l g o r i t h m  w a s  ( ~ t i c ) s ( + r t  f o r  s p v e r a l  r e a s o n s ,  i n -  
( - 1 i i d i n g  t h e  d c s i r c  t o  t e s t  t h i s  a l g o r i t l i n i  f o r  a d i f f e r e n t  r l a s s  o f  

p r o b l r n i s  a n d  i t s  a v a i l a b i l i t y  i r i  a c o m p a t i b l e  ( ~ o r n p i i t , ~ ~ r  r o d e .  A s  w i l l  

Lc d i s ( . i i s s e d  i n  m o r e  d e t a i l  i n  S e c t i o n  I \ ,  [.lie a l g o r i t h m  a s  m o d i f i e d  

~ ~ i ~ o v c d  e x t  r . e m t . 1 )  sui  t a b 1  e f o i ,  t lie p r r s ~ n t ,  p t i r p o s f , .  N’hethc’r o t h e r  i m -  

; ! I  i c i  t r i i i i t n ~ r a t i o n  i n t e g e r - p r o g r a m m i n g  a l g o r i  t h m s  m i g l i t  1 ) ~  s u p e r i o r  

f o r .  gr . r i e r . a t ing  0- 1 s t r i i i g s  r f i n a i n s  ari o p c ~ i i  c i i i o s t i o i i .  

1). I ) e s c r i p t  i o n  o f  t ,hc I.‘iindarne:rital l i x ( ~ d L ( : h a r p e  : I I g o r i  t l i m  

TI i is  p a r t  p r e s e n t s  a d r s c r i  p t  i o n  o f  t t i r  f‘riridatiierit a I f ’ i  u c d - c l i a r g e  

a l g c i r i  t hrii. For  e x p o s i  t i o i i a l  p u r p o s e s ,  t l ie  d e s r t  i p t  iori  i s  iii t e r m s  o f  

t l i e  s t e p s  r c q u i r e d  1.0 s o l v e  l ’ rohlen i  I 1  I ,  w l l i c t r  i s  r e p p a t e d  I i r r r  ] ‘or  

2 9  

. 



I n  t h i s  p r o b l e m ,  a f i x e d - c h a r g e  v a r i a b l e  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  c o n -  

t i n u o u s  v a r i a b l e ,  O n l y  m i n o r  m o d i f i c a t i o n s  a r e  n e e d e d  i f  more g e n e r a l  

r e l a t i o n s  e x i s t  b e t w e e n  t h e  f i x e d  c h a r g e  a n d  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  E x -  

a m p l e s  o f  t h e s e  m o d i f i c a t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  i n  P a r t s  E a n d  E'.  

F i g u r e  8 i s  a s u m m a r y  f l o w  d i a g r a m  o f  t h e  a l g o r i t h m .  E a c h  s t e p  o f  

t h e  a l g o r i t h m  i s  n u m b e r e d  o n  t h e  f l o w  d i a g r a m  a n d  t h i s  n u m b e r i n g  s y s t , e n r  

w i l l  b e  f o l l o w e d  i n  t h e  d e s c r i p t i o n .  B o t h  a m a t h e m a t i c a l  s t a t e m e n t  o f  

t h e  s t e p  a n d ,  w h e r e  a p p l i c a b l e ,  a d i s c u s s i o n  o f  t h e  c o m p u t e r  t c c h n i q u e ,  

a r e  p r e s e n t e d .  

S t e p  1 :  S o l v e  t h e  P r o b l e m  a s  a L i n e a r  P r o g r a m  

I f  t h e  i n t e g e r  c o n s t r a i n t  i s  r e m o v e d ,  P r o b l e m  I 1 1  r e d u c e s  t o  a 

l i n e a r  p r o g r a m .  T h e  d i m e n s i o n a l i t y  o f  t h i s  p r o g r a m  i s  s h o w n  a s  f o l l o w s :  

T h a t  i s ,  t h e  p r o b l e m  c o n t a i n s  ( n  + 2 m l )  c o n s t r a i n t s  a n d  2 m ,  v a r i a b l e s  

T h e  d i m e n s i o n a l i t y  o f  t h e  p r o g r a m  c a n  b e  r e d u c e d  t o  ( n  + m , )  x m l  by 

r e c o g n i z i n g  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  x a n d  y a t  o p t i r n a l i t y .  S i n c e  a l l  c o  

e f f i c i e n t s  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  a r e  a s s u m e d  t o  b e  p o s i t i v e  

( S e c t i o n  1 1 - B ) ,  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  w i l l  b e  m i n i m i z e d  i f  e a c h  com- 

p o n e n t  o f  y i s  a s  s m a l l  a s  p o s s i b l e .  S e t t i n g  

a c h i e v e s  t h i s  r e s u l t  I f  x L  I S  0 a t  o p t i m a l i t y  t h e n  y ,  I S  0 I f  x ,  0 

t h e n  x , / m L  i s  t h e  s m a l l e s t  v a l u e  y ,  c a n  h a v e  a n d  s t i l l  s a t i s f )  t h e  C O I I -  

s t r a i n t  m , y ,  - x ,  2 0 
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S u b s t i t u t i n g  E q .  ( 2 )  i n t o  P r o b l e m  I11 y i e l d s  t h e  f o l l o w i n g :  

ml 

( c L  + ' - ) x l  ' i M i n i m i  z e  

s u b j e c t  t o  A x 2 b P r o b l e m  V I I I  

x ~m ! 
x ' . o  - J 

T h e  u p p e r  b o u n d  c o n s t r a i n t  o n  x i s  s t i l l  n e e d e d  a n d  i s  s t a t e d  e x p l i c i t l y .  

P r o b l e m  VI11 w a s  s o l v e d  u s i n g  a n  L P  p a c k a g e  p r o v i d e d  b y  B u r r o u g h s  

f o r  t h e  B-5500 c o m p u t e r .  T h i s  p r o g r a m  i s  l i m i t e d  t o  r e l a t i v e l y  s m a l l  

p r o b l e m s  ( l i m i t :  T h e  p r o g r a m  o u t p u t  p r o v i d e s  n o t  o n l y  t h e  

v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  b u t  a l s o  t h e  v a l u e  o f  t h e i n d i v i d u a l  v a r i -  

a b l e s  a n d  a l i s t  o f  t h e  b a s i c  a n d  n o n - b a s i c  v a r i a b l e s .  T h e s e  q u a n t i t i e s  

a r e  r e q u i r e d  i n  a p p l y i n g  t h e  H i l l i e r  a l g o r i t h m .  O n c e  P r o b l e m  VI11 w a s  

s o l v e d ,  t h e  l i s t  o f  b a s i c  v a r i a b l e s  w a s  i n c r e a s e d  t o  i n c l u d e  t h o s e  y ,  

w h i c h  a r e  s t r i c t l y  p o s i t i v e  a c c o r d i n g  t o  E q .  ( 2 ) .  A l l  o t h e r  y ,  were 

t r e a t e d  a s  n o n - b a s i c .  

rn X n  5 5 0 0 0 ) . '  

S t e p  2 :  F i n d  t h e  Minimum V a r i a b l e  C o s t  

T h i s  s t e p  i n v o l v e s  s o l v i n g  P r o b l e m  IV, r e p e a t e d  h e r e :  

P r o b l e m  I \  

M i n i m i z e  c x  , 

S u b j e c t  t o  a x 1. b 

P r o b l e m  IV h a s  t h e  s a m e  c o n s t r a i n t s  a s  P r o b l e m  V I I I ,  b u t  s i n c e  i t  h a s  a 

d i f f e r e n t  o b j e c t i v e  f u n c t i o n ,  t h e  B u r r o u g h s  LP c o d e  w a s  a p p l i e d  a g a i n .  

T h e  o n l y  d a t u m  n e e d e d  was  t h e  o p t i m a l  v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n ,  

w h i c h  i s  e q u a l  t o  t h e  minimum v a r i a b l e  c o s t  t h a t  c a n  b e  a c h i e v e d .  T h e  

v a l u e  o f  t h e  o b , j e c t i v e  f u n c t i o n  o f  P r o b l e m  I V  w a s  c a l l e d  C X o  i n  S e c t i o n  11 

The c h o l c e  o f  t h l s  r e l a t l v e l y  I n e f f i r l c n t  r o d e  ( r a t h p r  t h a n  s a y  a s p e c i a l l z r d  a l g o r l t h m  f o r  u p p e r  
bounded variables-see, e . g . ,  D a n t z i g  [ l o .  Chap 181) w a s  d i c t a t e d  b y  a v a i l a b l l l t y  o f  t h e  p r o g r a m  
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S t e p  3 F i n d  I n i t i a l  l n t e g e r  S o i u ~ i o n  b y  E u u I t d i r i g  ! ! p  

T h e  l i n e a r  p r o g r a m  s o l u t i o n  f o u n d  i n  S t e p  1 c a n  b e  c o n v e r t e d  i n t o  a 

f e a s i b l e  s o l u t i o n  f o r  P r o b l e m  111 b y  r o u n d i n g  a l l  n o n - z e r o  y ,  u p  t o  1 
‘ l t i i s  r o u n d e d  s o l u t i o n ,  c a l l e d  L o ,  I S  g u a r a n t e e d  t o  b c  f e a s i b l e  b e c a u s e  

( 1 )  T h e  c o n s t r a i n t .  A X  b ,  is s a t i s f i e d  by ttir L P  s o l i i t i o r l  
fourirl i n  S t e p  1 .  

( 2 )  T h e  c o n s t r a i n t ,  
e a c h  i n d e x  L ,  x I  
0 o n l y  i f  x I  = 0 

( 3 )  The  c o n s t r a i n t  y 
o n l y  a s s i g n e d  v a  

M y - x - :, 0 ,  i s  s a t i s f i e d  s i n c e ,  f o r  
rn ,  b y  S t c p  1 a i i d  , y ,  i s  s e t  e q u a l  tc) 

’ /  
- 

- 1 i s  s a t i s f i e d  s i n c e  t h e  . y ,  a r e  
u e s  o f  0 o r  1 

‘ l h i s  f c a s i b l e  s o l u t i o n  a p p e a r s ,  (I p r  t o r i ,  t o  b e  a d e s i r a b l e  a p p r o x i m a t i o n  

f r n m  w h i c h  t o  b e g i n  s e a r c h  f o r  t h e  o p t i m a l  i n t e g e r  s o l u t i o r i .  A s  shown  i n  

St(,p 1 ,  t h e  u p p e r  b o u n d s  a n d  t h e  f i x e d  c o s t s  w e i g h t  t h e  v a r i a b l e  c o s t s  i n  

t t i c  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  b y  

‘rhc r a t i o  f r ! r n l  c a n  b e  t h o u g h t  o f  a s  t h e  o v e r h e a d  t r u r d e n  b o r n e  b y  e a c h  

urii t i f a p a r t i c u l a r  w a r e h o u s e  w e r e  f i l l e d  t o  c a p a c i t y .  ‘Thus .  , f o r  e q u a l  

v a r i a l i l c  c o s t s  c I ,  t h e  l i n e a r  p r o g r a m  w i l l  f a v o r  t h o s c  w a r e h o u s e s  w h i c h  

h a v e  l o w  jL/rnL r a t i o s .  F o r  e q u a l  f i x e d  ai id  v a r i a b l e  c o s t s ,  t h e  l i n e a r  

p r o g r a m  w i  1 I f a v o r  t,he w a r ~ h o i i s e  w i t h  t h e  I a r g e s t  c a p a c i t y .  

Ari i m p r o v e m e n t  c a n  b e  a c h i e v e d  i n  t h e  i n i t i a l  s o l i t i o n  i f  a n  u p p e r  
F 

bou i id  o n  t h e  t o t a l  s t o c k p i l e  i s  k n o w n ;  t h a t  i s ,  r n ,  5 2. x , .  I n  t h i s  
c a s c ,  t h e  c a p a c i  t i e s  o f  i n d i v i d u a l  w a r e h o u s e s  w h i c h  a r e  a b o v e  r n ,  c a n . b e  

I ~ e s P t  t 0 r n ,  f o r  p u r p o s e s  o f  c a l c u l a t i o n .  ‘The i m p r o v e m e n t  comes  a b o u t  

b e c a u s e  rnl a p p e a r s  i n  t h e  d e n o m i n a t o r  a n d ,  h e n c e .  l a r g e - c a p a c i  t y  w a r e -  

h o u s e s  t e n d  t o  b e  f a v o r e d  by t h e  l i n e a r  p r o g r a m .  

1 ’ 1  

I f  a b e t t e r  f c a s i b l e  i n t e g e r  s o l u t i o n  ( 1 .  e . ,  o n e  w i t h  s m a i l e r  v a l u e  

o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n )  i s  k n o w n ,  i t  c a n  a n d  s h o u l d  b e  u s e d .  T h e  

i i i i t , i a l  i n t r g e r  s o l u t i o n  w a s  c a l l e d  L, ,  in  S r c t i o r i  1 1 .  

3 3  



S t e p  4: C o m p u t e  U p p e r  B o u n d  o n  F i x e d  C o s t ,  FhlAX 
~~~~ 

T h e  minimum v a r i a b l e  c o s t  f o u n d  i n  S t e p  2 a n d  t h e  i n i t i a l  i n t e g e r  

s o l u t i o n  f o u n d  i n  q t , e p  3 p r o v i d e  a n  u p p e r  b o u n d  on  t h e  maximum v a l u e  o f  

t h e  f i x e d  c o s t ;  t h a t  i s ,  

FbIAX = L o  - c x o  

S t e p  5 :  F i n d  Lower B o u n d  on  F i x e d  C o s t ,  E’VIN 

A l o w e r  b o u n d  on  t h e  f i x e d  c o s t ,  c a n  b e  f o u n d  by s o l v i n g  P r o b l e m  1 1 1  

a s  a l i n e a r  p r o g r a m  w i t h o u t  t h e  i n t e g e r  c o n s t r a i n t  a n d  w i t h  t h e  v a r i a h l e  

c o s t s  s e t  e q u a l  t o  0 T h a t  i s ,  

M i n i m i z e  f Y  

s u b j e c t  t o  A x 2 b 

M Y -  x ~ O  

w h e r e  I i s  an n - v e c t o r  a l l  o f  w h o s e  e l e m e n t s  a r e  u n i t y .  I f  e v e r y  w a r e -  

h o u s e  c a n  s u p p l y  e v e r y  c u s t o m e r  a n d  i f  e a c h  h a s  s u f f i c i e r i t  c a p a c i t y  t o  

s u p p l y  t h e  e n t i r e  d e m a n d ,  t h e n  P r o b l e m  IX c a n  b e  s o l v e d  b y  i n s p e c t i o n ,  

t h e  v a l u e  o f  FhlIN b e i n g  e q u a l  t o  t h e  s m a l l e s t  f i x e d  c h a r g e .  O t h e r w i s e ,  

t h e  o p t i m a l  v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  o f  P r o b l e m  IX w i l l  l e a d  t o  

a c o n s e r v a t i v e  l o w e r  b o u n d  on t h e  f i x e d  c o s t ,  p r o v i d e d  t l i a t  t h e  i n d i -  

v i d u a l  r n ,  a r e  a d j u s t e d  s o  t h a t ,  n o n e  i s  l a r g e r  t h a n  t h e  t o t a l  d e m a n d  

( s e e  S t e p  3 ) .  T h e  b o u n d  i s  c o n s e r v a t i v e  b e c a u s e  i t  i s  b a s e d  on t h e  

s m a l l e s t  f i x e d  c h a r g e  t h a t  c o u l d  b e  a c h i e v e d  i f  t h e  y ,  were c o n t i n i i o u s .  

( U n f o r t u n a t e l y  i t  i s  n o t  v a l i d  t o  r o u n d  t h e  s t r i c t l y  p o s i t i v e  y ,  u p  t o  

1 i n  o r d e r  t o  s e t  FMIR i n  t h i s  w a y ) .  

T h e  s o l u t i o n  t o  P r o b l e m  IX was u s e d  t o  o b t a i n  FhlIN i n  t h e  t e s t  

p r o h l e m s  i n  S e c t i o n  I V  I f  a b e t t e r  l o w e r  b o u n d  o n  t h e  f i x e d  c o s t  i s  

k n o w n ,  i t  c a n ,  o f  c o u r s e .  b e  u s e d  

S t e p  6 :  A p p l y  H i l l i e r  A l g o r i t h m  t o  O b t a i n  a 0 - 1  S t r i n g  

A s  d i s c u s s e d  i n  P a r t s  B a n d  C o f  t h i s  S e c t i o n ,  t h e  H i l l i e r  i n t e g e r  

p r o g r a m m i n g  a l g o r i t h m  was  u s e d  t o  o b t a i r l  0 - 1  s t r i n g s  t h a t  d e f i n e  t h e  s e t  

o f  o p e n  a n d  c l o s e d  w a r e h o u s e s .  A c o m p u t e r  c o d e  f o r  t h i s  a l g o r i t h m  i s  
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a v a ; l a h l e  f o r  t h z  R z r r n ~ e h ~  R - 5 i O 0  t h e  c o m p u t e r  u s e d  f o r  t h e  t e s t  p r o b -  

l ems  i n  S e c t i o n  IV. C a l l  t h e  v e c t o r  d e f i n e d  b y  t h e  0 - 1  s t r i n g ,  y .  
0--- - 

S t e p  7 :  Any More S t r i n g s ?  

T h e  H i l l i e r  a l g o r i t h m  c o n t a i n s  a t e s t  f o r  d e t e r m i n i n g  i f  t h e r e  a r e  

a n )  a d d i t i o n a l  0 - 1  s t r i n g s  e l i g i b l e  f o r  c o n s i d e r a t i o n .  I f  t h e r e  a r e  n o  

m o r e ,  t h e  p r o g r a m  e x i t s  ( S t e p  1 4 ) .  

S t e p  8 :  N e c e s s a r v  T e s t  f o r  F e a s i b i l i t v  

Two t e s t s  a r e  u s e d  t o  c h e c k  w h e t h e r  o r  n o t  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n s  f o r  

f e a s i b i l i t y  a r e  s a t i s f i e d  b y  t h e  0 - 1  s t r i n g s  g e n e r a t e d  b y  t h e  H i l l i e r  

a l g o r i t h m .  T h e  f i r s t  t e s t  c h e c k s  i f  

FXlIN 5 2 f l y l  5 FhlAX . 
1 

I f  t h i s  t e s t  i s  f a i l e d ,  t h e  p r o g r a m  r e t u r n s  t o  S t e p  6 a n d  s e a r c h e s  f o r  

t h e  n e x t  0 - 1  s t r i n g  o f  y ,  v a l u e s .  I f  i t  i s  p a s s e d ,  a n e c e s s a r y  t e s t  f o r  

f e a s i b i l i t y  o f  t h e  s u b - p r o b l e m  ( P r o b l e m  IV) i s  p e r f o r m e d .  

S u p p o s e  t h a t  a l l  e l e m e n t s  a L J  o f  t h e  m a t r i x  A i n  t h e  c o n s t r a i n t  s e t  

A x 2 b a r e  p o s i t i v e .  T h e r e f o r e ,  f o r  f e a s i b i l i t y ,  

m u s t  b e  s a t i s f i e d .  T h a t  i s ,  s e t  

, i f  y ,  = 0 

x ,  = I o  , f o r  L = 1 ,  2 ,  . . . m ,  ; 

m ,  , I f  y ,  = 1 

t h e n  c h e c k  t o  s e e  w h e t h e r  

I f  a n y  c o n s t r a i n t  i n  t h e  s e t  d e f i n e d  b y  E q .  ( 3 )  i s  n o t  s a t i s f i e d ,  t h e  

0 - 1  s t r i n g  l e a d s  t o  a p  i n f e a s i b l e  s o l u t i o n  T h e  r e a s o n  i s  t h a t ,  s i n c e  

a l l  t h e  x ,  t a k e  o n  t h e i r  maximum a l l o w a b l e  v a l u e  g i v e n  t h e  0 - 1  s t r i n g ,  

I 
I 
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l 

a n d  s i n c e  a 1  I t h e  a , ,  n1.r [ ) o b i  I i v t a ,  t h c r e  is no  I ' e a s i l i l e  W R Y  o f  . i r i r r . f \ a s - .  

i r ig  a n y  x ,  s o  t h a t  Eq. i s  s a l i s f i r d .  

I 
I 
I 

T h i s  u p p e r - b o u n d e d  v a r i a b l e  p r o b l e m  h a s  a s p e c i a l  

e x p l o i t e d .  S i n c e  t h e r e  a r e  m o r e  e q u a t i o n s  ( n  + rn 

s t r u c t u r e  t h a t  c a n  b t x  

) t h a n  u n k n o w n s  ( r n  1 ,  
i t  i s  n a t u r a l  t o  c o n s i d e r  s o l v i n g  t h e  d u a l  o f  t h i s  p r o b l e m .  

P r o b l e m  X 

I 
1 
I 

M a x i m i z e  b u  + M y v  

S u b j e c t  t o  A T  U + I V - < C 

u , v  2 0 

S i n c e  t h e  u p p e r  b o u n d  c o n s t r a i n t s ,  X 5 M y ,  a l l  h a v e  p o s i t i v e  c o e f f i -  

c i e n t s ,  t h e  d u a l  p r o b l e m  c o n t a i n s  w i t h i n  i t  a n  i n i t i a l  f e a s i b l e  s o l u -  

t i o n :  U =  0 ,  V = C S u c h  a n  i n i t i a l  f e a s i b l e  s o l u t i o n  i s  i n v a l u a b l e  

s i n c e  i t  e l i m i n a t e s  t h e  n e e d  f o r  a P h a s e  I c a l c u l a t i o n  a n d  a l l o w s  p r o -  

c e e d i n g  d i r e c t l y  t o  P h a s e  I 1  I n  t e r m s  o f  t h e  p r i m a l ,  i t  i s  e q u i v a l e n t  
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I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 

t o  s t a r t i n g  w i t h  a l l  v a r i a b l e s  a t  t h e i r  u p p e r  b o u n d s  a n d  t h e n  s ~ i c c e s -  

s i v e l y  r e d u c i n g  x v a r i a b l e s  u n t i l  c x i s  m i n i m i z e d .  T h e  d u a l  f o r m u l a t i o n  

a l s o  h a s  t h e  a d v a n t a g e  o f  r e d u c i n g  t h e  s i z e  o f  t h e  b a s i s  m a t r i x  f r o m  

( n  + m , )  x ( n  + m l )  t o  ( m , )  x ( m l )  . 

I n  p e r f o r m i n g  . t h e  c o m p u t a t i o n s ,  i t  was  f o u n d  a d v a n t a g e o u s  t o  w r i t e  

a s p e c i a l - p u r p o s e  c o d e  t h a t  s o l v e s  t h e  d u a l  p r o b l e m  s t a r t i n g  w i t h  t h e  

v = c s o l u t i o n .  T h e  c a d e  i s  o r g a n i z e d  s o  t h a t  i t  f i r s t  e l i m i n a t e s  a l l  

x ,  f o r  w h i c h  y i  = 0 .  T h u s ,  t h e  n u m b e r  o f  v a r i a b l e s  i s  e q u a l  t o  t h e  

n u m b e r  o f  y ,  t h a t  e q u a l  1 .  T h i s  f u r t h e r  r e d u c e s  t h e  n u m b e r  o f  e q u a t i o n s  

a n d  t h e  s i z e  o f  t h e  b a s i s  i n  t h e  d u a l  p r o b l e m .  F o r  e x a m p l e ,  i n  a 3 0 -  
v a r i a b l e  p r o b l e m  w i t h  2 8  c o n s t r a i n t s ,  t h e  o r i g i n a l  p r o b l e m  ( P r o b l e m  111) 

h a s  60 v a r i a b l e s  ( 3 0  x I ,  30 y , )  a n d  8 8  c o n s t r a i n t s .  A t y p i c a l  d u a l  s u b -  

p r o b l e m  w i t h  f i v e  w a r e h o u s e s  o p e n  h a s  33 v a r i a b l e s  b r i t  o n l y  f i v e  c o n -  

s t r a i n t s ;  t h e  b a s i s  m a t r i x  i s  o n l y  5 X 5 .  W i t h  a n  i n i t i a l  f e a s i b l e  

s o l u t i o n  a v a i l a b l e ,  s u r h  p r o b l e m s  a r e  s o l v e d  i n  a f e w  i t e r a t i o n s  a n d  

i n  a t  most a s e c o n d  o n  t h e  B-5500 c o m p u t e r .  

S t e p  10 :  I n f e a s i b l e ?  

I f  t h e  l i n e a r  p r o g r a m  l e a d s  t o  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  t h c  p r o b l e m  i s  

i n f e a s i b l e , '  f u r t h e r  c o r i s i d e r a t i o n  o f  t h e  0 - 1  s t r i n g  i s  d r o p p e d  a n d  t h e  

a l g o r i t h m  r e t u r n s  t o  S t , e p  6 t o  s e e k  a new s e t  o f  o p e n  a n d  c l o s e d  s i t e s .  

S t e p  1 1 :  C o m p u t e  T o t a l  Cos t  

T h e  v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n ,  2 ( c I x L  + f , y l ) ,  i s  d e t e r m i n e d  
1 

f r o m  t h e  r e s u l t s  o f  S t e p  6 and S t e p  9 w h i c h  p r o v i d e  t h e  f i x e d  c o s t  a n d  

t h e  m i n i m a l  v a r i a b l e  c o s t ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  o n e  e x c e p t i o n  i s  t h a t  i f ,  

e v e n  t h o u g h  a w a r e h o u s e  ( s a y  k )  i s  s p e c i f i e d  a s  o p e n  ( y k  = l ) ,  n o  s t o c k -  

p i l e  i s  a s s i g n e d  t h e r e  ( x k  = 0 a t  o p t i m a l i t y  o f  t h e  s u b - p r o b l e m ) .  I n  

t h i s  c a s e ,  t h e  t o t a l  c o s t  c a n  b e  r e d u c e d  b y  f k  s i n c e  t h e  f i x e d  c h a n g e  

i s  n o t  i n c u r r e d .  T h e  c o m p u t e r  c o d e  was w r i t t e n  t o  t a k e  t h i s  p o s s i b i l i t y  

i n t o  a c c o u n t .  

S t e p  1 2  C o s t  B e s t  \ a l u e  T h u s  F a r 7  

T h e  t o t a l  c o s t  j u s t  c o m p u t e d  i n  S t c p  11 i s  c o m p a r e d  w i t h  t h e  l o w e s t  

v a l u e  o f  t h e  objective f u n c t i o n  f o u n d  p r e \ i o r i s l \  I f  t h e  t o t a l  c o s t  i s  

n o t  i m p r o v e d ,  t h e  p r o g r a m  r e t u r n s  t o  S t e p  6 t o  f i n d  a n e b  0 - 1  s t r i n g  

A c t u a l l y ,  s i n c r  t h r  d u a l  o f  t h r  nub-p ro l i l rm  1 s  s o l v r d .  t l i r  c o m p u t e r  d e t r r r n l n r s  u n b o n n d e d n e s f i  
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S t e p  1 1 E X !  t - 
I f  [io r i i o r ~  0 - 1  s t r i n g s  c a n  b e  f o u r i d ,  t h e r e  arc> n o  m o r e  e l i g i l ) l ( '  

sol i i t  i o n s  t o  b e  c - o n s i d r ~ r e d .  S i n c e  t h e  Hi  I 1  i t i r  a l g o r i  t . t i m  g i i a r a n t  e c s  t h a t  

[ I O  0 - 1  s t r i r i g  w i l l  b e  ( ~ x a m i n e d  m o r e  t h a n  on(:(', a n d   sin(^(^ t trer.( '  a r e  a 

f i n i t . c  number. o f  t h e s e  s t r i n g s .  t.Iie p r o c e s s  r i i u s t  l ( ~ r m i r l a t F ~  i r i  a f ' i r i i  t e  

n u m b e r  o f  s t c p s .  F u r t h e r m o r e ,  t h c  Hi1 I i e r  a lgo r i t l r r r i  g i i a r a n t e ( > s  t h a t  t h v  

0 - 1  s t r i n g s  i r i  1 1  b e  e x a m i n c ~ d  i n  s u c h  a way t h a t  ttit. s t r i r i g  c o r . r . f = s ~ , o r i d i r r ~  

t o  the, o p t i n l a 1  s o l u t i o n  w i  1 1  n o t  be m i s s e d .  

' l h e  l o w e s t  v a l u e  of t h e  o b j e c t  i v e  f u n c t i o i i  f o u n d  d u r i n g  t h e  c o r n l ) i i -  

t a t i o n s  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l i i e s  of t h e  x 1  a n d  y L  v a r i a b l e s  a r r  t h e  

o p t i m a l  s o l u t i o n  t o  t h c .  p r o h l e m .  

E h o n - L i n e a r  C a r i  a h 1  c' C o s t s  

I t  w a s  p o i n t e d  o u t  i n  S c c t i o n  11-C: t h a t  t h e  f u r i d a m e n t a l  a l g o r i t h m  

c o u l d  b e  e x t e n d e d  d i r c r t l )  t o  f i x e r l - c h a r g e  p r o b l e m s  w i t h  s e p a r a h l r  ('ow 

r a v e  or c o n v e x  v a r i a b l c  c o s t s .  I n  t h e  c a s e  o f  cor iv( 'x  c o s t s ,  t h e  bo i~ r i t i ed  

v a r i a b l e  rn('thod f o r  s e p a r a t ) l e  c o i i v e x  p rogra rn r r i i ng  j I O .  p 18-11 i s  d i  r e c t  I \ .  

a p p l  i c a b 1  e a n d  t . h e  f u n d a m e n t a l  f i x e d -  c h a r g e  a l g o r i  t.hm c a n  b e  a p p l  i (-rl  d i  - 

recti). o n c e  t h e  p r o b l e m  h a s  heeri  s e t  u p  a s  i r r d i c a t c d  i r i  S e c t i o n  1l-C:. I f '  

t h e  o t ) - j e c t i v e  f u n c t i o n  c o n t a i n s  s c l p a r a h l e  c o n c a v e  v a r i a b l  e c o s t s .  t t i t 3  

f u n d a m e n t a l  a l g o r i t h m  c a n  bc m o d i f i e d  t o  h a n d l e  t h e m .  I r i  t h e ,  r e m a i r i d c r  

o f  t h i s  p a r t  w e  p r e s e n t  t h c  d e t a i  I s  o f  t h e  c o m p u t a t i o n a l  a l g o r i t h n i  f o r  

c o n c a v e  c o s t s .  
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F o r m a l l y ,  t h e  c o n c a v e  c a s e  was s t a t e d  a s  P r o L l r n i  C a s  f o l  l o u s  

Minimi ze  

s u b j  ecL t o  

A ‘ x ‘  2 b 

nI 

- rni-ly{ + x’, 2 0 j = 1 , . . .  n ;  1 z -  & ,  .’ . . / I  

m : y J  - x’, 2 0 j =  1 ,  . . .  P :  i l . . . .  

P r o b l e m  V 

1 

n 
I 

L =  1 
= Y i 5 1  j = 1, . . .  n 

y :  i n t e g e r  , J 
w h e r e  

n = N u m b e r  o f  s e g m e n t s  i n   he j t h  r o n c a \ e  f i i n c t i o r i .  

m’, = U p p e r  b o u n d  of s e g m e n t  L i n  t h e  j t h  c o n c a b e  

I 

f u n c t i o n ,  

m6 = 0 

1 ’  Here ,  X’is  t h e  v e c t o r  ( x : , x : ,  . .  . x n  , x i ,  . . , 1 ;  ) a n d  A ‘  i s  t h p  

m a t r i x  w h o s e  c o l u m n s  a r e  ( A l ,  . . . A , , A , ,  . . A , ,  . . . A n ,  . . .  / I n ) ,  

b e i n g  r e p e a t e d  n t i m e s ,  a n d  b i s  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  of t h p  o r i g i n a l  

c o n s t r a i n t s .  

I I 

J 
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I 
I 

P r o b l e m  V i s  much l a r g e r  t h a n  P r o b l e m  I 1 1  i f  e a c h  o f  t h e  v a r i a b l e s  

h a s  s e v e r a l  s e g m e n t s .  T h i s  c a n  b e  s e e n  b y  e x a m i n i n g  t h e  d i m e n s i o n a l i t y  

o f  t h e  c o n s t r a i n t  m a t r i x :  

n o n -  

t u r e  

o f  e 

m 

n 

t n  
1'1 J 

n p-4 r = 1  

n 

n 

rn + 2 F. n, 
1'1 

For  e x a m p l e  a p r o b l e m  i n  n i n e  v a r i a b l e s  w i t h  t w e l v e  c o n s t r a i n t s  i n  

A X - > b r e q u i r e s  a c o n s t r a i n t  m a t r i x  o f  d i m e n s i o n  ( 2 1  X 1 8 )  i f  t h e  v a r i -  

a b l e  c o s t s  a r e  l i n e a r .  H o w e v e r ,  i f  e a c h  c o n c a v e  c o s t  f u n c t i o n  m u s t  b e  

r e p r e s e n t e d  b y ,  s a y ,  t h r e e  l i n e a r  s e g m e n t s ,  t h e  m a t r i x  g r o w s  t o  ( 6 6  x 5 4 ) ,  

w h i c h  i s  an  i n c r e a s e  o f  a f a c t o r  o f  9 . 4  i n  t h e  n u m b e r  o f  e l e m e n t s .  

T h e  g r o w t h  i n  t h e  n u m b e r  o f  r o w s  a n d  t h e  n u m b e r  o f  e l e m e n t s  i n  t h e  

i n e a r  c a s e  i s  o f f s e t  c o n s i d e r a b l y  b y  t h e  r e g u l a r i t y  i n  t h e  s t r u c -  

o f  t h e  p r o b l e m ,  p a r t i c u l a r l y  t h e  r e q u i r e m e n t  t h a t  o n l y  o n e  s e g m e n t  

c h  c o n c a v e  c o s t  f u n c t i o n  c a n  a p p e a r  i n  t h e  s o l u t i o n  a t  a t i m e .  T h i s  

i s  a s s u r e d  by t h e  c o n s t r a i n t s  

2 I < 1 a n d  Y', i n t e g e r  Y, - 
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S u p p o s e  t h a t  z: i s  n o n - z e r o .  T h e n  b y  E q s .  (4) a n d  ( 6 ) ,  

2 2 
X 1  X 1  

2 -  1 
m l  m l  

- <  y ;  I- 
2 2 

X 1  X 1  

2 -  1 
m l  m l  

- <  y ;  I- 

To m i n i m i z e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n ,  

E q .  ( 5 )  i s  b i n d i n g  a n d  E q .  ( 6 )  i s  n o n - b i n d i n g .  
y i  = x f / m : ,  S O  t h a t  t h e  c o n s t r a i n t  

S t e p  8 :  N e c e s s a r y  T e s t  f o r  F e a s i b i l i t y  

An a d d i t i o n a l  t e s t  f o r  f e a s i b i l i t y  i s  p e r f o r m e d .  T h i s  t e s t  e x  

a m i n e s  t h e  0 - 1  s t r i n g  p r o d u c e d  by t h e  H i l l i e r  a l g o r i t h m  t o  v e r i f y  t h a t  

a t  m o s t  o n e  s e g m e n t  o f  e a c h  c o s t  f u n c t i o n  i s  s p e c i f i e d  b y  t h e  s t r i n g .  

To m a k e  t h i s  c h e c k ,  t h e  c o n s t r a i n t s  

n 
I 

J < 1  f o r  J = l . . . , n  , 2 Y L  - 
1 =  1 

a r e  e x a m i n e d .  I f  a n y  o f  t h e s e  c o n s t r a i n t s  a r e  v i o l a t e d ,  t h e  p r o g r a m  

r e t u r n s  t o  S t e p  6 a n d  f i n d s  a new 0 - 1  s t r i n g .  

S t e p  9 :  A p p l y  S i m p l e x  M e t h o d  t o  S u b - p r o b l e m  

T h e  s u b - p r o b l e m  i s  r e d u c e d  i n  s i z e  b y  l e t t i n g  t h e  l o w e r  b o u n d s  b e  

z e r o  f o r  a l l  x ’ , .  T h u s ,  t h e  s u b p r o b l e m  i s  w r i t t e n  a s :  

n 
n i  

] = 1  L = l  
Minimi z e  1 2 c’,x’, , 

s u b j e c t  t o  A ’ x ‘  2 b 

i =  1 , . . .  n ; j = 1 ,  . . .  n 
I 

x J > O  3 
L -  

w h e r e  y’, i s  O o r  1 a s  d e f i n e d  by t h e  0 - 1  s t r i n g .  T h i s  s i m p l i f i c a t i o n  

i s  o b t a i n e d  b y  m a k i n g  u s e  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  v a r i a b l e  c o s t  i s  c o n c a v e  

a n d  n o n - d e c r e a s i n g .  F o r  e x a m p l e ,  i n  t h e  s i m p l e  t w o - s e g m e n t  f u n c t i o n  

shown  i n  F i g .  9 ,  s u p p o s e  t h a t  S e g m e n t  2 i s  b e i n g  c o n s i d e r e d  ( t h a t  i s ,  

S e g m e n t  2 i s  “ o p e n ”  a n d  S e g m e n t  I i s  “ c 1 o s e d ” ) .  T h e n  i f  t h e  o p t i m a l  
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FIG. 9 TWO-SEGMENT CONCAVE FUNCTION 

s o l u t i o n  o f  t h e  s u b - p r o b l e m  c a l l s  € o r  a v a l u e  o f  x I 

t i v e l y  s i m p l e  m a t t e r  t o  s u b s t i t u t e  t h e  c o r r c s p o n d i n g  v a l u e  o f  t h e  

f u n c t i o n  o n  S e g m e n t  1 i n  e v a l u a t i n g  t h e  o b j e c t , i v e  f u n c t i o n  o f  t h e  m a i n  

p r o g r a m .  N o t e  t h a t  S e g m e n t  2 i s  a l w a y s  a b o v e  Segment I f o r  .Y m l  

( b e c a u s e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s  a s s u m e d  t o  b e  c o n c a v e ,  n o n - d e c r e a s i n g )  

a n d  h e n c e  a n  i m p r o v e m e n t  i s  g u a r a n t e e d  i n  t h i s  r e g i o n  

m l .  i t  i s  a r e l a -  

T h e  a d v a n t a g e  o f  n e g l e c t i n g  t h e  l o ~ e r  b o u n d  I S  t w o f o l d  ( 1 )  t h e  

rium1)er o f  v a r i a b l e s  i n  t h e  d u a l  p r o b l c m  t o  Lie s o l ~ r d  1 5  r r ,du(  6 . d  b e (  a u s e  

t h e r e  a r e  f e w e r  c o n s t r a i n t s ,  a n d  ( 2 )  a n  o p t i m a l  r a t h e r  t h a n  i n f e a s i b l e  

s o l u t i o n  i s  o f t e n  r e a c h e d  T h e  s e c o n d  d d v a r i t a g e  p r r m i  t 7 f i n d i n g  l o ~ e r  

t o t a l  c o s t  s o l u t i o n s  a t  a n  e a r l i e r  s t a g < >  o f  t h e  a l g o r i t h m ,  & h i ( h  i r i  t u r n  

p e r m i t s  r e d u c i n g  F V A X  a n d ,  h e n c e ,  t h e  n u m b e r  o f  e x t r e m e  p o i n t s  t o  b e  

exam i n e d  

S t e p  11: C o m p u t e  T o t a l  C o s t  

I n  t h i s  s t e p ,  t h e  a c t u a l  l i n e  s e g m e n t  c a l l e d  f o r  b y  t h e  o p t i m a l  s o  

l u t i o n  o f  t h e  s u b - p r o b l e m  i s  u s e d .  

F .  F i x e d - C h a r g e  P r o b l e m  w i t h  T r a n s p o r t a t i o n  C o s t  

I n  a d i s t r i b u t i o n  n e t w o r k ,  t h e  c o s t  s t r u c t u r e  o f t e n  i n v o l v e s  a 

f i x e d  c h a r g e  f o r  o p e n i n g  a f a r i l i t v  s u c h  a s  a warehouse. p l u s  t r a r i s p o r -  

t a t i o n  c o s t s  t o  r a c h  o f  Lhe c u s t o m e r s  s e r v e d  f r o m  t h a t  w a r c t I o i r s e .  T h i s  

p r o b l e m  d i f f e r s  f r o m  P r o b l e m  111 i n  t h a t  a s i r l g l e  f i x e d  c l i a r g r  c a n  b e  
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a s s o c i a t e d  w i t h  more t h a n  o n e  v a r i a b l e ,  s i n c e  a f a c i l i t y  c a n  s e r v e  a l l  

c u s t o m e r s .  T h e  f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m  w i t h  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t s  was 

s t a t e d  a s  P r o b l e m  V I :  

S u b j e c t  t o  

U n f o r t u n a t e l y ,  e v e n  m o d e s t  t r a n s p o r t  a t  i o n  p r o b 1  ems i n v o  1 v e  1 a r g e  

n u m b e r s  o f  v a r i a b l e s .  Fo r  e x a m p l e ,  t h e  s a m p l e  p r o b l e m s  t r e a t e d  b y  

K u e h n  a n d  H a m b u r g e r  [ 3 ]  i n v o l v e d  2 4  p o t e n t i a l  s o u r c e s  a n d  SO c u s t o m e r s ,  

a t o t a l  o f  1 2 0 0  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  2 4  i n t e g e r  v a r i -  

a b l e s .  T h i s  c r e a t e s  d i f f i c u l t y  i n  a p p l y i n g  t h e  H i l l i e r  a l g o r i t h m  t o  

o b t a i n  0 - 1  s t r i n g s .  T h e s e  d i f f i c u l t i e s  a r i s e  f r o m  two s o u r c e s :  

( 1 )  F i n d i n g  t h e  e x t r e m e  p o i n t s  o i  t h e  n - s i m p l e x  i n v o l v e s  
s o l v i n g  a l i n e a r  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s ;  t h i s  r e q u i r e s  
e x c e s s i v e  c o m p u t a t i o n  t i m e  when t h e  n u m b e r  o f  v a r i -  
a b l e s  i s  a s  l a r g e  a s  i n  t h e  K u e h n - H a m b u r g e r  p r o b l e m s  
( 1 2 2 4 ) .  

( 2 )  To o b t a i n  b o u n d s  o n  t h e  G r o u p  3 v a r i a b l e s ,  i t  i s  
n e c e s s a r y  t o  s o l v e  a l i n e a r  p r o g r a m  c o n s i s t i n g  o f  
P r o b l e m  V I  w i t h  t h e  i n i t i a l  f e a s i b l e  s o l u t i o n  a s  a n  
a d d e d  c o n s t r a i n t .  A l t h o u g h  i t  w a s  s h o w n  i n  Sec-  
t i o n  1 1 - D  t h a t  P r o b l e m  V I  c a n  b e  r e d u c e d  t o  a t r a n s -  
p o r t a t i o n  p r o b l e m  i f  t h e  y ,  a r e  t r e a t e d  a s  c o n t i n u o u s  
r a t h e r  t h a n  d i s c r e t e  v a r i a b l e s ,  a d d i n g  t h e  i n i t i a l  
s o l u t i o n  r emoves  t h i s  a d v a n t a g e .  T h u s ,  t h e  s i m p l e x  
m e t h o d  h a s  t o  b e  u s e d  t o  e s t a b l i s h  b o u n d s ,  a n o t -  
i n c o n s i d e r a b l e  c o m p u t a t i o n a l  t a s k  w i t h  1 2 0 0  v a r i a b l e s .  

A f u r t h e r  p r a c t i c a l  d i f f i c u l t y  c a n  b e  e n c o u n t e r e d .  I f ,  a s  i s  t h e  c a s e  

i n  t h e  K u e h n - H a m b u r g e r  e x a m p l e ,  t h e  s o u r c e  l o c a t i o n s  a r e  a l s o  d e s t i n a -  

t i o n s  w i t h  z e r o  s h i p p i n g  c o s t  ( c u s t o m e r s  l o c a t e d  l o c a l l y )  a n d  a l l  

f i x e d  c o s t s  a r e  e q u a l ,  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n  w i t h  n o  f i x e d  c o s t s  a n d  t h e  

i n i t i a l  l i n e a r  p r o g r a m  s o l u t i o n  w i t h  f i x e d  c o s t s  b o t h  c a l l  f o r  a l l  
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t i ,< t!; ! !  ; c ; ~  ;! -,,_; + I , , ,  . .  
s i t e s  o p e n .  ' l ' h u s .  a l l  , y ,  a r c  i ) a s i r  a n a  GI.LI I I~  rv.l -..... 
i s  a n  e m p t y  s e t .  S i n c e  t h e  I l i l l i e i .  o l g o r i t l i m  i vo r .k s  I>(>.st w h e i r  G r o u p  1 

c o n t a i n s  most o f  t h e  v a r i a b l e s ,  a r n a ~ j o r  a d v a I I t a g v  o f  t l i c  a l p o r i t h n i  i s  

l o s t .  

I t  i s  q u i t e  c , l e a r  t h a t  t t i c o r . e t i r a l 1 y  t t i ~  ~ I ~ ~ ~ ~ ~ i r i ~ ~ ~ i s i t i i ~ r r  iticxa o f  sr)e- 

c i f y i n g  0 - 1  s t r i n g s  followed b \ ,  s o l v i n g  t r a i i s 1 i i i r t a t  i o r i  . s i i l ~ - ~ > r o t ~ l ~ ~ r n s  w i l l  

l e a d  t o  an  o p t i m a l  s o l ~ i t i o r i .  l h e  1 1 i i 1 )  o f  t h c  p r n l l l w t  1.s t o  r r d i i r r  t l i r  

c o n c e p t  t o  a form t h a t  C U I I  b e  h a i i d l e d  t i )  ~ x i s t . i i r ~  r I i ; i i , t I i r 1 r s .  

O n e  a p p r o a c h  t o  H i . o m p u t a t i o n n l  s o l i i t  i o r i  i s  t l i c ,  t ' i)I l o u i i i g :  

( 1 )  S o l v e  t h e  p r o b l e m  a s  a l i r r c a r  p i . o g r s i i i  

( 2 )  O b t a i n  a n  i n i t i a l  i n t e g e r  s o l u t i o n  I r )  a p p r o x i i i r a t  c 

t e c h n i q u e s .  S e v e r a l  s u c h  tc'cliri i q u v s  a r ~  i r r  t l i c  
l i t e r a t u r e  s u c h  a s  t h e  a l g o r i t h r i i  t))  hiichri  i i i rd 
I l a r n h u r g ~ r  ( s e e  A p p e n d i x  A f o r  a t i i s c r i s s i o i i  of t ) I( '  

v a r i o u s  a l g o r i  thrns) 

( 3 )  E s t a b l i s h  F\I,Ak a n d  I.'\21N \ a l i r ~ s  

(4) IJse a s t r i p p e d - d o u r i  v e r s i o n  o f  t t i ( ,  1 1 1 1  I i ~ r .  ~ i I , g o r ~ i t l i r ~ i  
t o  g e n e r a t e  0 - 1  s t r i n g s  ( s r c  I , e Io \ \  f o r  ti t i i s ( ~ ~ r s s i o r ~ )  

A 1  t ert1at. i  v e l  y ,  u s e  o t h e r  l i r a n r l i -  n i i d -  t l i i i i i i d  i r ivt l i o d s  I'o 1 

t h i s  p u r p o s e  

( 5 )  F o r  r n c h  0 - 1  s t , r i i i p .  s o l v t '  t l i c  t r . a r i s ~ i o r . t a t i o i i  s u t i -  

p 1.0 b 1 crn t o 111 i t i  i in i z e v a r i a 1) I ( >  ( -0 s t 

( 6 )  De te r r r i i r i e  t o t a l  t o s t .  1 I '  t l i i s  c o s t  i s  l i i \ v p r .  t l i t i r i  , ~ n \  
f o u n d  p r t a v i o u s l y ,  s t o r e  t t i e  s o l r i t  i o r i  ; i t i d  t i g l i t ( ' i i  t t r c  
F?1AX b 0 11 I1 d 

T h i s  s e r i e s  o f  s t e p s  d i f f p r s  f rom t h e  n lgo i~ i t l r r r i  p i .esr i i t ( l (J  i n  P a r t  D i i i  

s e v e r a l  k e y  r e s p e c t s .  I t  c a l  I s  f o r  a ( ~ o m p l e t ( ~ l v  s t ~ I ~ a 1 ~ a t c ~  ( ~ a l r i i l a ~ i o n  

t o 

F'Y1,AX c a n  b e  e s t n b l  ished as  h r f o r t t .  l ' \ l l \ ,  t I i ( 7  ~ r r i r r i ~ n i i i i i  1'iseti c,ost  , i .s 

d e t e r m i n e d  b y  m i n i m i z i n g  t h c  f i x e d  c o s t  s u t ) , i ~ c t  t o  t t l r  f r a s i 1 ) i  I I t \  c o i l -  

d i t i o n ;  n a m e l y ,  

e s t a b  1 i s h a n  i ii i t i a 1 f c a s  i b I so I 11 t. i on I i \  b o r i i  e i l l i f )  r ,n x i in ;I t I '  R 1 go r i t tini  . 

S u b i  e c t  t o  ,, 
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T h i s  i s  a s m a l l  b u t  s i m p l e  i n t e g e r  p r o g r a m .  S i n c e  i t  h a s  o n l y  o n e  c o n -  

s t r a i n t  i t  c a n  b e  s o l v e d  e a s i l y  by E v e r e t t ’ s  m e t h o d  o f  L a g r a n g e  m u l t i -  

p l i e r s  [ 1 5 1 ,  i f  t h e  a n s w e r  i s  n o t  a v a i l a b l e  b y  i n s p e c t i o n .  

T h e  s t r i p p e d - d o w n  v e r s i o n  o f  t h e  H i l l i e r  a l g o r i t h m  r e f e r r e d  t o  i n  

S t e p  4 i s  t h e  f o l l o w i n g :  S i n c e  a l l  v a r i a b l e s  m a y  b e  b a s i c  in  s o l v i n g  

t h e  l i n e a r  p r o g r a m ,  d i s c a r d  G r o u p  1 .  I n  f a c t ,  t r e a t  a l l  i n t e g e r  v a r i -  

a b l e s  a s  G r o u p  3 .  T h e  G r o u p  3 p r o c e d u r e  r e q u i r e s  s o l v i n g  a s e r i e s  o f  

l i n e a r  p r o g r a m s  w h i c h  m i n i m i z e  a n d  m a x i m i z e  t h e  v a l u e s  o f  e a c h  o f  t h e  

v a r i a b l e s ,  g i v e n  t h e  v a l u e s  o f  t h e  p r e v i o u s  v a r i a b l e s .  T h e s e  min imum 

a n d  maximum v a l u e s ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  d u a l  v a r i a b l e s ,  a r e  u s e d  i n  d e -  

t e r m i n i n g  b o u n d s  o n  t h e  v a r i a b l e s  w h i l e  g e n e r a t i n g  0 - 1  s t r i n g s .  I n  t h e  

H i l l i e r  a l g o r i t h m ,  t h e  c o n s t r a i n t  s e t  u s e d  t o  e s t a b l i s h  t h e s e  b o u n d s  

i n c l u d e s  t h e  c o n d i t i o n  

t h a t  i s ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  m u s t  b e  a t  m o s t  e q u a l  t o  t h e  

v a l u e  o f  t h e  i n i t i a l  s o l u t i o n .  f l owever ,  a d d i n g  t h i s  c o n s t r a i n t .  e l  i m i -  

n a t e s  t h e  a d v a n t a g e  o f  s o l v i n g  o n l y  a t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m .  T h e r e f o r e ,  

i t  i s  p r o p o s e d  n o t  t o  a d d  t h i s  c o n s t r a i n t .  I n  t h i s  c a s e ,  a s  i s  s h o w n  i n  

A p p e n d i x  D ,  t h e  b o u n d s  a n d  t h e  d u a l  v a r i a b l e s  c a n  b e  f o u n d  b y  s o l v i n g  a n  

e q u  i v a1 e n  t t r a n  s p o  r t a t i o n  p r o b  1 em. 

G .  A l g o r i t h m  f o r  t h e  F i x e d - C h a r g e  T r a n s p o r t a t i o n  P r o b l e m  
__.l__l_ ~ -... ~._-___-- 

1 .  P r o b l e m  

T h e  f i x e d - c h a r g e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  d e s c r i b e d  b y  B a l  i n s k i  [61  

i s  a g e n e r a l i z a t i o n  o f  a H i t c h c o c k  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  w h e r e b y  a 

f i x e d  c h a r g e ,  b l , ,  a l s o  i s  i n c u r r e d  f o r  e a c h  l i n k  o p e n e d .  T h i s  p r o b l e m  

c a n  b e  s t a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  t e r m s :  

m n  

j = I ,  . . .  n ( 1 )  I \ 
1 ] - ‘ I I  s u b j e c t  t o  X X  
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C o n s t r a i n t  s e t s  ( 1 )  a n d  (Zj e x p r e s s   he u s u a l  s u l J t J ! y  ; l i ld  dc;;;:ld r e y - i r e -  

m e n t s .  T h e  q u a n t i t y  m , ]  i n  c o n s t r a i n t  s e t  ( 3 )  i s  g i v e n  b y  

a n d  r e p r e s e n t s  t h e  maximum a m o u n t  o f  g o o d s  t h a t  ( n i l  IJC ~ I i i l ) p ( ~ d ’  f r o m  

s o u r c e  L t o  d e s t i n a t i o n  J .  

As B a l i n s k i  s h o w e d ,  a n  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  t o  t h i s  p r o b l e m  c a n  b e  

o b t a i n e d  b y  d i s r e g a r d i n g  t h c  i n d i v i s i b i l i  t i c s  o f  t h e  y , )  a n d  r e c o g n i z i n g  

t h a t ,  a t  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  o p t i m a l i t y ,  c ’ o n s t r a i n t  s e t  ( 3 )  w i l l  b e  s a t i s  

f i e d  w i t h  e q u a l i t y .  T h a t  i s ,  a t  1,l’ o p t i m a l i t y ,  

= o  , 
m l ] y l J  - L J  

S o l v i n g  f o r  y a n d  s u b s t i t u t i n g  i n  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  y i e l d s  
‘ I  

m r l f  
( 8 )  

s u b j e c t  t o  c o n s t r a i n t  5 e t s  ( I )  a n d  ( 2 ) ,  d i id  I , ~  0 

T h i s  p r o b l e m  i s  a n  o r d i n a r y  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  w i t h  t h e  c o s t  c o e f -  

f i c i e n t s  a d j u s t e d  t o  r e f l e c t  t h c  f i x e d  c h a r g c s .  : Z c c c p t i n g  t h e  f i x e d  

c h a r g e  ( i .  e . ,  r o u n d i n g  y ,  u p  t o  1 )  f o r  a n y  r o u t r  f o r  w h i c h  x ’ 0 
y i e l d s  B a l i n s k i ’  s a p p r o x i m a t i o n .  

‘ I  

T h i s  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  a l s o  y i e l d s  a b o u n d  o n  the maximiini f i x e d  

c h a r g e ,  FMAX, t h a t  c a n  b e  i n c u r r e d  i n  t h e  o p t i m u m  s o l u t i o n .  F \ lAX i s  

c a l c u l a t e d  i n  t h e  same w a y  a s  i n  t h e  p r o b l e m s  c o n s i d e r e d  p r e v i o u s l y .  

T h a t  i s ,  

FMAX = L o  - C x 

w h e r e  L o  i s  v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v r  f u n c t i o n  f o r  ttir a p p r o x i m a t r  i n t e g e r  

s o l u t i o n  a n d  C x o  i s  t h e  minimum t r a n s p o r t a t i o n  ('est 

f i x e d  c h a r g e s .  

i f  th r rc .  were no 
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A c r u d e  lower  b o u n d ,  FMIN, o n  t h e  f i x e d  c o s t s  c a n  b e  f o u n d  b y  c o n -  

s i d e r i n g  t h e  s u p p l y  c o n s t r a i n t s  o n e  a t  a t ime .  E n o u g h  r o u t e s  m u s t  b e  

o p e n e d  f r o m  e a c h  s o u r c e  t o ,  a t  l e a s t ,  p e r m i t  d i s p o s i n g  o f  t h e  s u p p l i e s  

t h e r e .  T h u s ,  c o n s i d e r  t h e  s o u r c e s  o n e  a t  a t i m e  a n d  f i n d  t h e  c h e a p e s t  

s e t  o f  r o u t e s  o u t  o f  t h a t  s o u r c e  w h i c h  c a n  a b s o r b  t h e  s u p p l y  E ' o r m a l l y ,  

s o l v e  t h e  p r o b l e m  

Mini rn i  z e  2 f L , Y L ]  

s u b , j e c t  t o  5 D I y , ,  - i s 

f o r  e a c h  s o u r c e  i ( i  = 1 ,  2 ,  . . . , r n )  a n d  t h e n  sum t h e s e  m i n i m a .  F o r  

s m a l l  p r o b l e m s  ( r .  g . ,  e i g h t  d e s t i n a t i o n s )  t h e s e  p r o b l e r n s  c a n  b e  s o l v e d  

b y  e x h a u s t i v e  e n u m e r a t i o n  ( s e e  b e l o w ) .  

T h e  a l g o r i t h m  f o r  f i n d i n g  e l i g i b l e  0 - 1  s t r i n g s  i s  s t r u c t u r e d  i n  

s u c h  a w a y  t h a t  t h i s  p r o b l e m  n e e d  n o t  b e  s o l v e d  e x p l i c i t l y ,  s i n c e  i t  i s  

g u a r a n t e e d  t h a t  a l l  0 - 1  s t r i n g s  g e n e r a t e d  w i l l  s a t i s f y  t h e  s o i r r c e  c o n -  

s t r a i n t s  o f  E q .  ( 9 )  a n d  h e n c e  w i l l  e q u a l  o r  e x c e e d  t h i s  c r u d e  b o u n d .  

FMIN. 

P r e l i m i n a r y  t e s t s  o f  t h e  a l g o r i t h m  i n d i c a t e d  t h a t  t h e  r a n g e  d e f i n e d  

b y  FMAX a n d  FMIN was o f t e n  l a r g e  a n d  t h a t  i t  i n c l u d e d  a l a r g e  n u m b e r  o f  

f e a s i b l e  e x t r e m e  p o i n t s  f o r  w h i c h  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l c m s  h a d  t o  br3 5olved. 

To o b t a i  JI t i g h t e r  b o u n d s  oil FSIIN,  t h e  b a s 1  s i d e a  f o r  h r a r i ~ h - a n d - I ) r ) i ~ i r d  

t e c h n i q u e s  was  a d d e d .  S u p p o s e  t h a t  t h e  a l l o w a b l e  c o m b i n a t i o n  o f  o p e n  

r o u t e s  f r o m  S o u r c e  1 i s  s p e c i f i e d  b u t  o p e n  r o u t e s  f r o m  o t h e r  s o u r c e s  a r e  

u n s p e c i f i e d .  S o l v i n g  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  u n d e r  t h e s e  c o n d i t i o n s  

s p e c i f i e s  t h e  minimum v a r i a b l e  c o s t  g i v e n  t h e s e  o p e n  r o u t e s .  T h u s .  

w h e r e  L o  i s  t h e  v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  f o r  t h e  a p p r o x i m a t e  

i n t e g e r  s o l u t i o n  a n d  C x I  
a l l o w a b l e  o p e n  r o u t e s  f r o m  S o u r c e  1 a r e  s p e c i f i e d .  N o t e  t h a t  

i s  t h e  minimum t r a n s p o r t a t i o n  c o s t  i f  t h r  

c x l  = c x o  

a n d ,  h e n c e ,  t h a t  t h e  new L a l u c  o f  F\1AX m u s t  b e  s m a l l e r  t h a n  t h a t  o b -  

t a i n e d  when t h e  r o u t e s  f r o m  S o u r c e  1 a r e  s p e c i f i e d .  T h e r c f o r e .  a d d i n g  



I . 

t h i s  b o u n d i n g  c a l c u l a t i o n  c a n  ( a n d  f o r  m o s t  r o u t e  c o m b i n a t i o n s  d o e s )  r e -  

d u c e  t h e  n u m b e r  o f  ex t r eme  p o i n t s  t h a t  n e e d  t o  b e  e x a m i n e d .  

T h i s  b o u n d i n g  t e c h n i q u e  c a n  b e  a p p l i e d  i t c r a t i v c l y ;  t h a t  i s .  i t  c a n  

b e  a p p l i e d  w i t h  t h e  r o u t e s  f r o m  S o u r c e  1 s p e c i f i e d ,  o r  f r o m  S o u r c e s  1 

a n d  2 ,  o r  S o u r c e s  1 ,  2 ,  a n d  3 ,  a n d  s o  o n .  I t  c a n  a l s o  b c  u s e d  s e l c c -  

t i v e l y ;  f o r  e x a m p l e ,  o n e  c o u l d  s p e c i f y  t h e  o p e n  r o u t c s  f r o m  S o u r c e s  1 

a n d  5 .  T h e  q u e s t i o n  o f  how much b o u n d i n g  t o  do i s  e x p l o r e d  i n  S e c t i o n  I V - C .  

2 .  G e n e r a t i n g  0 - 1  S t r i n g s  

T h e  k e y  p a r t  o f  t h e  p r o b l e m  i s  t o  g e n e r a t e  a s m a l l  n u m b e r  o f  0 - 1  
s t r i n g s .  S i n c e  t h e r e  a r e  mn r o u t e s ,  t h e r e  a r e  2 m "  p o t e n t i a l  0 - 1  s t r i n g s .  

T h i s  n u m b e r  c a n  b e  r e d u c e d  a t  o n c e  t o  ( 2 "  - 1 ) " '  by r e c o g n i z i n g  t h a t  e a c h  

s o u r c e  m u s t  s h i p  t o  a t  l e a s t  o n e  d e s t i n a t i o n .  

I t  i s  a d v a n t a g e o u s  i n  w h a t  f o l l o w s  t o  a s s u m e  t h a t  m i n .  I t i a s m u c h  

a s  t h e  r o l e  o f  s o u r c e  a n d  d e s t i n a t i o n  c a n  b e  i n t e r c h a n g e d  i n  t h c  t r a n s -  

p o r t a t i o n  p r o b l e m  w i t h o u t  a i f e c t i n g  r e s u l  t s ,  t h i s  c o n d i  t i o r i  c a n  a1  w a y s  

b e  s a t i s f i e d .  We w i l l  now p r e s e n t  a m e t h o d  f o r  g e n e r a t i n g  0-1  s t r i n g s  

d e s i g n e d  t o  r e d u c e  t h e  n u m b e r  o f  c o m b i n a t i o n s  c o n s i d e r e d  t o  a l e v e l  

m a n a g e a b l e  o n  t h e  c o m p u t e r .  

T h e  b a s i c  i d e a  f o r  e n u m e r a t i n g  c o m b i n a t i o n s  o f  o p c n  r o u t e s  i s  t o  

t r e a t  t h e s e  c o m b i n a t i o n s  a s  m - d i g i t  n u m b e r s  i n  a b a s e  2 "  n u m b e r  s y s t e m .  

F o r  e x a m p l e ,  f o r  f o u r  s o u r c e s  a n d  t h r e e  d e s t i n a t i o n s ,  t h e  n u m b e r  6 3 1 2  
w o u l d  d e n o t e  t h e  c o m b i n a t i o n s  o f  o p e n  r o u t e s  s h o w n  i n  t . h c z  b o x .  

SOURCE 

4 

I)ESTI NATI ON 

3 2 1  

1 1 0  
0 1 1  
0 0 1  
0 1 0  

( 1  = o p e n .  0 = c l o s e d )  

T h u s ,  a s y s t e m a t i c  way o f  e n u m c r a t i n g  t h e  c o m b i n a -  

t i o n s  o f  o p e n  r o u t e s  i s  t o  c o u n t  i n  a b a s e  2 "  s y s -  

t e m  s t a r t i n g  f r o m  1 1 1 1 1  . . . 1 a n d  c o n t i n u i n g  t o  

2 " 2 "  . , . 2 " .  T h e r e  a r e ,  o f  c o u r s e .  many r c g u l a r i -  

t i e s  i n  t h e  s t r u c t u r e  o f  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m s  

t h a t  a l l o w  U S  t o  t h r o w  o u t  many o f  t h e s e  n u m b e r s .  

We w i l l  m a k e  u s e  o f  t h e  f o l l o w i n g :  

( 1 )  S i n c e  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n  i n  t h e  f i x e d - c h a r g e  c a s e  
m u s t  l i e  a t  a v e r t e x  ( f o r  p r o o f ,  s e e  B a l i n s k i  
[ 6 ,  T h e o r e m  4 1 1 ,  we n e e d  c o n s i d e r  o n l y  b a s i c  s o l u -  
t i o n s .  T h e  maximum n u m b e r  o f  n o n - z e r o  e l e m e n t s  i n  

a b a s i c  s o l u t i o n  i s  rn + n - 1 ( e .  g . ,  D a n t z i g  
[ l o ,  p .  3 0 1 1 ) .  H e n c e ,  a n y  m - d i g i t  n u m b e r  t h a t  c a l l s  
f o r  m o r e  t h a n  m + n - 1 o p e n  r o u t c s  c a n  b e  d i s c a r d e d  



. 

( 2 )  The t o t a l  c o s t  c a n n o t  e x c e e d  FMAX 

( 3 )  E a c h  s o u r c e  m u s t  d i s p o s e  o f  i t s  e n t i r e  s u p p l y ,  z . e . ,  
t h e  c o n s t r a i n t  E q .  ( 9 )  must bt, s a ~ i s f i e d .  

T h e  p r o c e d u r e  c o n s i s t s  o f  t h r - e t .  1 ) a r t  s :  i n i t i a l i z a t i o n .  b o u n d i n g .  a n d  

i t e r a t i o n .  T h e  i I i i t , i a l  i z a t  i o n  w h i c h  i s  p e r f o r m e d  o n c e ,  a n d  a r r a n g e s  

t h e  d a t a  i n  a f a v o r a b l e  way f o r  t l i e  i t e r a t i o n s ,  c o n s i s t s  o f  f i v e  s t e p s :  

( 1 )  L a b e l  t h e  s o u r c e s  i n  d e c r e a s i n g  o r d e r  o f  t h e  s u p p l i e s  
a v a i l a b l e .  

( 2 )  For  e a c h  s o u r c e .  c o m p u t e  t h ( x  t o t a l  d e m a n d  f o r  e a c h  com- 
b i n a t i o n  o f  o p e n  r o u t e s  [ a  t o t . n l  o f  m ( 2 "  - 1 )  ~ . a l u e s j .  
I f  t h e  s u p p l y  e x c e e d s  t h e  d e m a n d s  f r o m  a c o m b i n a t i o r i  o f  
d e s t i n a t i o n s ,  E q .  ( 9 )  i s  r io t  s a t i s 1 ' i c . d  a n d ,  h e n c e .  t h e  
c o m b i n a t i o n  i s  i r i f e a s i b l  e .  A s s i g n  a n  c f f e c t i  v e l y  i n -  
f i n i  t .r  f i x e d  c h a r g e ,  .21, t o  s u c h  c o m b i n a t  i o r i s .  

( 3 )  F o r  t h e  r e m a i n i n g  c o m b i n a t i o n s ,  c o m p u t r  t h e  t o t a l  f i x e d  
c h a r g e  a s s o c i  a t  e d  w i t  ti o p e n  i n g  t h e  combi  n a t i o n .  

(4) Seq l l e r i ce  t h e  c o m b i n a t i o n s  i n  o r d e r  o f  i n c r e a s i n g  f i x e d  
c o s t  a n d  s t o r e  t w o  t a b l e s :  

( i )  T h e  f i x e d  c o s t s  i n  i n c r e a s i n g  o r d e r ;  

( i i )  T h e  c o m b i n a t i o n s  t h a t  c o r r e s p o n d  t o  t h e  o r d e r e d  
f i x e d  c o s t s .  

( 5 )  F o r  e a c h  row i n  t h e  f i x e d  c o s t  t a b l e  p r e p a r e d  i n  
S t e p  4 ,  f i n d  t h e  l a r g e s t  a l l o w a b l e  f i x e d  c h a r g e  i n  
t h a t  r o w .  S e t  a l l  l a r g c r  f i x e d  c h a r g e s  t o  M .  T h e  
l a r g e s t  a l l o w a b l t ~  f i x e d  c h a r g e  i s  d e t e r m i n e d  b y  s u b -  
t r a c t i n g  t h e  sum o f  t h e  s m a l l e s t ,  f i x r d  c h a r g e s  i n  t h e  
o t h e r  r o w s  f r o m  F\!AM. 

T h e  d a t a  a r e  now a r r a n g e d  s o  t h a t  t h e  sum o f  t h e  f i x e d  c o s t s  i n  t h e  

f i r s t  c o l u m n  c o r r e s p o n d s  t o  I M t N  d e f i n e d  p r e v i o u s l y  arid so  t h a t  i n f e a -  

s i b l e  s o u r c e - d e s t i n a ~ i o n  c o m b i n a t i o n s  a r e  r io t  c o n s i d e r e d .  E a c h  c l e m e n t  

i n  t h e  t a b l e  d e f i n e d  i n  S t e p  4 ( i )  a b o v e  i s  t r e a t e d  a s  a d i g i t  i n  a b a s e  

2 "  n u m b e r  s y s t e m .  T h e  a l g o r i t h m  i n v o l v e s  e n u m e r a t i n g  t h e  c o m b i n a t i o n s  

s y s t e m a t i c a l l y ,  c a l c u l a t i n g  t h e  f i x e d  c o s t  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  m - d i g i  t 

n u m b e r s .  

T h e  b o u n d i n g  p r o c e d u r e  i n b o l v e s  two s t e p s .  T h e  r o u t e s  f o r  w h i c h  

b o u n d i n g  i s  t o  b e  p e r f o r m e d  a r e  s p e c i f i e d  a s  i n p u t  a n d  t h e  p r o c e d u r e  i s  

c a r r i e d  o u t  w h e n e v e r  t h e  c o m b i n a t i o n  o f  o p e n  r o u t e s  i s  c h a n g e d .  A s s u m e  

t h a t  t h e  b o u n d i n g  i s  b e i n g  d o n e  f o r  t h e  k t h  d i g i t  i n  t h e  m - d i g i t  n u m b e r .  

T h e n  
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( 6 )  S o l v e  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  w i t h  t h e  r o u t e s  
s p e c i f i e d  f o r  t h e  f i r s t  k d i g i t s  o p e n  a n d  w i t h  a l l  
r o u t e s  f o r  d i g i t s  k + l  t h r o u g h  m o p e n .  

( 7 )  D e t e r m i n e  t h e  v a l u e  o f  FMAX t o  b e  u s e d  i n  t h e  s u b -  
s e q u e n t  i t e r a t i o n s .  

T h e  i t e r a t i o n s  p r o c e e d  t h r o u g h  t h e  f o l l o w i n g  f o u r  s t e p s :  

( 8 )  A s s u m e  t h a t  t h e  s o u r c e  i n  t h e  l a s t  rou' c a n  s h i p  t o  
a n y  d e s t i n a t i o n  ( a l l  r o u t e s  o p e n ) ,  a n d  p e r f o r m  t h e  
n e c e s s a r y  t e s t  f o r  c o l u m n  f e a s i b i l i t y :  

m 

I f  t h i s  t e s t  i s  f a i l e d ,  i n c r e a s e  t h e  n e x t - t o - t h e -  
l a s t  d i g i t  b y  o n e  and  r e p e a t .  I f  i t  i s  p a s s e d ,  
p r o c e e d  t o  i n c r e m e n t  i n  t h e  l a s t  row u n t i l  t h e  
FMAX t e s t  i s  f a i l e d .  N o t e  t h a t  b y  a r r a n g i n g  t h e  
s u p p l i e s  i n  d e c r e a s i n g  o r d e r ,  t h e  t , e s t  i s  i t e r a t i v e .  
T h a t  i s ,  t h e  t e s t  c a n  b e  a p p l i e d  t o  t h e  l a s t  2 ,  3 ,  . . 

s o u r c e s  t o g e t h e r  b y  a s s u m i n g  t h e y  c a n  s h i p  t o  a l l  
d e s t i n a t i o n s  a n d  a p p l y i n g  t h e  c o l u m n  f e a s i b i l i t y  t e s t  

( 9 )  C h e c k  t h e  s i t e  c o m b i r i a t i o n s  c a l l e d  f o r  1)s e a c h  m - d i g i t  
n u m b e r  t o  m a k e  s u r e  t h a t  n o  m o r e  t h a n  n + m - I  r o u t e s  
a r e  o p e n .  D i s c a r d  c o m b i n a t i o n s  t h a t  e x c e c d  t h i s  
b o u n d .  

( 1 0 )  C h e c k  e a c h  r n - d i g i t  n u m b e r  f o r  f e a s i b i l i t y .  F i r s t ,  
c h e c k  t h a t  a t  l e a s t  o n e  r o u t e  i s  o p c n  t o  e a c h  d e s t i -  
n a t i o n  a n d ,  s e c o n d ,  u s e  t h e  weak a n d  s t r o n g  f e a s i -  
b i l i t y  t e s t s  ( s e e  s u b s e c t , i o n  4). 

(11)  I f  a n  m - d i g i t  n u m b e r  p a s s e s  t h e  l \ l A X ,  n + m - - 1 ,  a n d  
d e s t i n a t i o n  f e a s i b i l i t y  t e s t s ,  s o l v e  t h e  t r a n s p o r -  
t a t i o n  p r o b l e m  w i t h  o n l y  t h e  r o u t e s  d e f i n e d  b y  t h e  
m - d i g i t  n u m b e r  o p e n .  R e t u r n  t o  St .ep 7 t o  o b t a i n  
a n o t h e r  r n - d i g i t  n u m b e r ,  o r  t e r m i n a t e  i f  t h e r e  a r e  n o  
m o r e  n u m b e r s  t o  b e  e x a m i n e d .  

B e f o r e  d e s c r i b i n g  how t h e  d a t a  f r o m  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  a r e  u s e d  

a n d  how o p t i m a l i t y  i s  e s t a b l i s h e d ,  w c  p r e s e n t  a n  e x a m p l e  o f  S t e p s  1 - 5  

3 E x a m p l e  

C o n s i d e r  a p r o b l e m  w i t h  f o u r  s o u r c e s  a n d  t h r e ~ '  d e s t i n a t i o n s  F o r  

t h i s  p r o b l e m ,  m + n - 1  = 6 a n d  t h e  maximum n u m l ) e r  o f  a l l o w a b l e  0 - 1  s t r i n g s  
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1, 

i s  ( 2 3  - 1 ) 4  = 2 4 0 1 .  A s s i i m t ,  t h ; i t  t,he s u p p l i e s ,  d e m a n d s ,  a n d  f i x e d  

c h a r g e s  a r e  a s  shown i n  T a b l e  I .  E x a m i n i n g  t h e  s u p p l  i e s  arid d r m a r i d s  

i n  T a b l e  I s l i o w s  t h a t  t h e  f o l  Iowi r lg  c o m b i r l a t i o r i s  a r e  i r i f fAas i t J lch :  

l r o r n  Sour(:r I t o  I ) c s t i r l a ~ . i o n  2 ,  o r  t .o  3 0 1 '  t o  2 arid : { ;  

From S o u r c e  2 o n l y  t o  1 ) r s t i n a t i o n  2 o r  t o  3 ;  
From S o u r c e  3 or11 y t o  D e s t i n a t  i o n  3 ;  
From S o u r c e  4 o n l y  t o  I ) c . s t . i r i a t i o t l  3 

C o m p u t i n g  t h e  t o t a l  f i x e d  cos t s  ar i t l  a s s i p r i i n g  a v a l u e  o f  1000 t o  t l l p  

i n f e a s i b l e  c o m b i n a t i o n s  y i e l d s  ' f a b l e  1 1 .  S o t e  t h a t  t l i e  riumber' o f  c . n m -  

b i n a t i o n s  t h a t  m u s t  b e  c o n s i d e r e d  f u r t h e r  h a s  b e e n  r e d i i v r d  t o  

4 ( 5 ) ( 6 ) ( 6 )  = 7 2 0  f r o m  t h e  o r i g i n a l  2 4 0 1 .  

S e q u e n c . i n g  t h e  t o t a l  c o s t , s  i r ~  i n c r e a s e d  orclrr f o i .  r ' a i  1 1  s o i i r c e  tirid 

s e t t i n g  u p  a s e p a r a t e  t a b l e  s h o w i n g  t h e  o r d e r  o f  d e s t i  r i a t i o r i  r o m h i  r ia-  

t i n n s  y i e l d s  T a t ) I c t s  T T I  ai1J T V  

O n e  f e a s i b l e  s o l u t i o n  i r i \ o l \ e s  o p c ~ i i i n g  r o u \ , e s  ( 1 ,  I )  ( 2 ,  I )  ( 3 , 2 1  

( 4 . , 1 ,  a n d  ( $ , 3 )  w i t h  a f i x r d  r o s t  o f  ;io F o r  t l l e  c o s t  s t r ' u r t i i r ~ e  u.sr'cl 

i n  t h e  t e s t  p r o b l e m ,  t h i s  s o l u t i o n  r e s u l t s  irk a i l  F?,I:\X v a l u e  o f  63, 
U s i n g  t h i s  v a l u e ,  a d d i t i o n a l  e n t r i e s  r a i l  b e  set t o  1 0 0 0  i n  T a b l e  1 1 1 .  

T h e  r e a s o n  i s  t h a t  t h e  t o t a l  f i x e d  c o s t  \ + h e n  t h e s e  c o m b i r i a t i o r i s  a r e  

u s e d  e v e n  w i t h  t h e  c h e a p e s t  e n t . r y  ( f i r s t  c o l u m n )  f o r  t i l l  o t l i r r .  3 o i i r ( ' r s  



I f 

e x c e e d s  65. A r e v i s i o n  o f  T a b l e  1 1 1  t o  t a k e  t h i s  a d d i t i o n a l  i n t o r m a t i o n  

i n t o  a c c o u n t  i s  s h o w n  i n  T a b l e  V .  T h e  t o t a l  n u m b e r  o f  c o m b i n a t i o n s  h a s  

now b e e n  r e d u c e d  t o  200 f r o m  t h e  o r i g i n a l  2 4 0 1  a n d  t h e  p r e v i o u s  7 2 0 .  O f  

t h e  c o m b i n a t i o n s  t h a t  r e m a i n ,  189 f a i l  t h e  t e s t s  i n  S t e p s  8 ,  9 ,  a n d  1 0 ,  
a s  f o l l o w s :  

F i r s t  c o l u m n  f e a s i b i l i t y  c h e c k  

FMAX t e s t  

n o .  o f  C o n i b i n a t i o n s  
1 - a i l i n g  T e s t s  

30  

136  

Number  o f  o p e n  r o u t e s  e x c e e d s  n + m . 1 2 

No r o u t e  o p e n  t o  some d e s t i n a t i o n  

T e s t s  f o r  c o l u m n  f e a s i b i l i t y  

8 

13 

T h e  e l e v e n  c o m b i n a t i o n s  t h a t  p a s s  a l l  t e s t s  r e q u i r e  s o l u t i o n  o f  a t r a n s -  

p o r t a t i o n  p r o b l e m .  T h e  p o w e r  o f  t h e  E'MAX t e s t  i s  i l l u s t r a t e d  h c r c ,  

s i n c e  a t  mos t  6 4  o f  t h e  c o m b i n a t i o n s  p a s s  i t .  

4 .  F e a s i b i l i t y  T e s t s  

To r e d u c e  t h e  n u m b e r  o f  t r a n s p o r t a t i o n  p r o h l e m s  t h a t  h a v e  t o  b e  

s o l v e d ,  a s e r i e s  o f  f e a s i b i l i t y  t e s t s  a r e  p e r f o r m e d  ( S t e p  1 0  a b o v e ) .  

T h e  s i m p l e s t  o f  t h e s e  i s  t o  c h e c k  t h e  o p e n  r o u t e s  t o  make s u r e  t h a t  

a t  l e a s t  o n e  r o u t e  i s  o p e n  t o  e a c h  d e s t i n a t i o n .  Tf  t h i s  i s  t h e  c a s e ,  

t h e  weak f e a s i b i l i t y  t e s t  c a n  b e  a p p l i e d .  I n  t h i s  t e s t ,  e a c h  s o u r c e  

i s  a s s u m e d  c a p a b l e  o f  s h i p p i n g  i t s  e n t i r e  s u p p l y  t o  a l l  c u s t o m e r s  

t o  w h i c h  r o u t e s  a r e  o p e n .  t l n  e x a m p l e  i s  shown  i n  P a r t  a .  o f  T a b l e  VI 
w h e r e  t h e  n u m b e r s  i n d i c a t e  the o p e n  r o u t e s  a n d  t h e  maximum s h i p m e n t .  

T h e  t e s t  c o n s i s t s  o f  summing  t h e  a v a i l a b l c  s u p p l i e s  a t  e a c h  d e s t i n a t i o n  

a n d  c h e c k i n g  w h e t h e r  t h i s  sum i s  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  t h e  t o t a l  d e -  

m a n d .  I f  i t  i s  n o t ,  t h e  t e s t  i s  f a i l e d  arid t h a t  c x t r c m e  p o i n t  n e e d  n o t  

b e  c o n s i d e r e d  f u r t h e r .  
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a.  t, . c .  

Numbers  i n  m a t r i x  i n d i c a t e  H p m t i v p  s t o r k  f rom m u ' s  t h a t  Iir,muvr, sLuc k frorii < o1iimn.i 
o p e n  r o u t e s  and  maximum s u p -  s c r v e  o n l y  o n e  customc=r.  u h i r h  s c r v c  u n l b  onis  

p l i e s  t h a t  c a n  br s h i p p e d  
o v e r  t hem.  beak f e a s i b i l i t v  
t e s t  i s  p a s s r d .  

c u s t om P r .  

( : o n r l u s i o n ,  i n i ' r a s i b l r .  

I f  t h e  weak f e a s i b i l i t y  t e s t  i s  p a s s e d  ( a s  i t  i s  i n  P a r t  a .  o f '  

T a b l e  VI )  t h e  s t r o n g  f e a s i b i l i t y  t e s t  i s  a p p l i e d .  T h i s  t e s t ,  i l l u s t r a t e d  

i n  P a r t s  b .  a n d  c .  o f  T a b l e  V I ,  c o n s i s t s  o f  t h e  f o l l o w i n g  s t e p s :  

( 1 )  For e a c h  d e s t i n a t i o n  s u p p l i e d  b y  a s i n g l e  s o u r c e ,  
r e d u c e  t h e  s u p p l y  a t  t h a t  s o u r c e  b y  t h e  demand  a n d  
e l i m i n a t e  t h a t  d e m a n d  f r o m  f u r t h e r  c o n s i d e r a t i o n .  

( 2 )  For e a c h  s o u r c e  s u p p l y i n g  o n l y  o n e  d e m a n d ,  d e c r e a s e  
t h e  d e m a n d  b y  t h e  s o u r c e  s u p p l y  o r  t o  z e r o ,  w h i c h e v e r  
i s  l a r g e r .  

( 3 )  Work b a c k  a n d  f o r t h  b e t w e e n  S t e p s  ( 1 )  a n d  ( 2 )  u n t , i l  
no f u r t h e r  i m p r o v e m e n t s  a r e  p o s s i b l e .  A t  e a c h  s t e p ,  
p e r f o r m  t h e  weak f e a s i b i l i t y  t e s t .  

5 .  T r a n s D o r t a t i o n  P r o b l e m  

T h e  0 - 1  s t r i n g s  g e n e r a t e d  d e f i n e  a s e t  o f  o p e n  r o u t e s .  T h e r e  i s  n o  

g u a r a n t e e  o f  f e a s i b i l i t y .  F u r t h e r m o r e ,  e v e n  i f  f e a s i b l e .  t h e r e  i s  n o  

g u a r a n t e e  t h a t  a p p l y i n g  a t r a n s p o r t a t i o n  p r o l l  e m  a l g o r i t h m  s t a r t i n g  from 

t h i s  s e t  o f  o p e n  r o u t e s  w i l l  p r o d u c e  t h i s  s e t  o f  r o u t e s  a s  t h e  m i n i m u m -  

c o s t  s o l u t i o n .  S i n c e  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  s t r u c t u r e  i s  d r s i  r a b l e  c o r n p u t a -  

t i o n a l l y ,  i t  c a n  b e  r e t a i n e d  i f  t h e  u n i t  s h i p p i n g  c o s t  i s  s e t  l a r g e .  s a y  

M ,  o v e r  e a c h  c l o s e d  r o u t e ,  A p p l y i n g  a t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l r m  a l g o r i t h m  

w i l l  t h e n  l e a d  t o  o n e  o f  t w o  r e s u l t s :  
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( 1 )  a n  o p t i m a l  v a l u e  o f  t he  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  l a r g e r  t h a n  M ,  
w h i c h  i m p l i e s  t h a t  t h e  o r i g i n a l l y  s e l e c t e d  s e t  o f  o p e n  
r o u t e s  d o e s  n o t  l e a d  t o  a f e a s i b l e  s o l u t i o n ;  o r  

( 2 )  a n  o p t i m a l  v a l u e  l e s s  t h a n  ,I!. 

I f  a n y  o f  t h e  o p e n  r o u t e s  a r e  n o t  u s e d ,  t h e n  t h e i r  f i x e d  c o s t  c a n  b e  

s u b t r a c t e d  f r o m  t h e  t o t a l  f i x e d  c o s t .  

I f  t h e  s o l u t i o n  o b t a i n e d  h a s  a t o t a l  c o s t  ( f i x e d  p l u s  v a r i a b l e )  

w h i c h  i s  b e t t e r  t h a n  a n y  f o u n d  p r e v i o u s l y ,  t h e n  t h e  F V A X  b o u n d  c a n  b e  

t i g h t e n e d .  

6 .  Summary  o f  A l g o r i t h m  

S o l v e  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  w i t h  n o  f i x e d  c o s t s .  

S o l v e  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m s  w i t h  u n i t  c o s t s  o f  
( C L j  + b J m J  

C o m p u t e  FMAX g i v e n  a p a r t i a l  s o l u t i o n .  

G e n e r a t e  a 0 - 1  s t r i n g  t h a t  s a t i s f i e s  FMAX,  FMIN, row 
f e a s i b i l i t y ,  a n d  c o l u m n  f e a s i b i l i t y  t e s t s ,  a n d  h a s  a t  
m o s t  m t n - 1  o p e n  r o u t e s .  

S o l v e  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  w i t h  t h e  u n i t  c o s t s  
f o r  c l o s e d  r o u t e s  s e t  e q u a l  t o  M .  I f  t h e  t o t a l  c o s t  
i s  b e t t e r  t h a n  a n y  f o u n d  t h u s  f a r ,  s t o r e  t h e  r e s u l t  
a n d  go t o  S t e p  3 .  O t h e r w i s e ,  go  t o  S t e p  4 .  

T h e  a l g o r i t h m  t e r m i n a t e s  when n o  new 0 - 1  s t r i n g  c a n  b e  f o u n d .  

s o l u t i o n  i s  t h e  l o w e s t  t o t a l  c o s t  s o l u t i o n  f o u n d  d u r i n g  t h e  c o m p u t a t i o n s .  

T h e  o p t i m a l  
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I V COMPUTATIONAL E X P E R I  ENCE 

A .  F u n d a m e n t a l  F i x e d - C l i a r g r  A I  g o r  i t l i m  

l o i i r  w a r e h o u s e  I o c a t . i o r i  p r o b l e m s  w e r e  i n v e s t i g a t r d  r is ing t t i e  I ' u i i d a -  

m r r i t a l  f i x e d - c h a r g e  a l g o r i t h m  ( S e c t i o n  [ [ I - I ) ) .  T h r s e  p r o b l c ~ m s  t iad t t l r x  

c t i a r ; i c t e r . i s t i c s  l i s t c d  i r i  ' T a b l e  V I  I .  
The e n t i r e  c o n s t r a i n t  s e t  a n d  t h e  o b -  l'a t l  l e  V I  I 

j e c t i v e  f u n c t i o n  f o r  P r o b l e m  1 i s  CIIARACTERI STI CS OF TEST PROI3I.EhlS FOH 

shown i n  F i g .  1 0 .  F i g u r e  1 I s h o w s  

t h e  A m a t r i x  arid t h e  b ,  C ,  arid f 
v e c t o r s  f o r  P r o b l e m s  2 ,  3 ,  a n d  4 .  
N o t e  t h a t  f o r  c o n v e n i e n c e ,  t h e  c o s t  

o f  e a r h  i t e m  o f  s t o c k p i l e  w a s  t a k e n  

a s  1 a n d  t h e  f i x e d  c o s t  o f  e a c h  s i t e  

w a s  e x p r e s s e d  a s  a m u l t i p l e  o t '  t h e  

u n i t  s t o c k p i l e  c o s t .  The  f i x e d  c o s t s  

r a n g e d  b e t w e e n  45  a n d  6 0  

Ca 1 c u 1 a t i o n  s we r e  pe  r f o r me d f '  o r t ti c n i ii e ~ w a r e  h o 11 s e pro b 1 em f n r 

u p p e r  b o u n d s  o f  1 3 0 ,  1 0 0  aiid 69 on t t ie  s t o c . l \ p i  l r  a t  a r i y  o r i t '  s i  1.r. Two 
t y p e s  o f  i i i i t i a l  f e a s i b l e  s o l r i t  i n n s  w e r e  a s s u r n r d :  one h a s  o b t . ; i i r i r ~ d  t)) 

r o u n d i r i g '  t t i e  l i n e a r  p r o g r o n i m i r i g  s o l u t i o n  o f '  t I i e  p r o b I e m ,  t t i e  o t t i c l r  tiy 

a s s u m i n g  a l l  s i t e s  o p e n  a n d  f i i l l  ( t . ? . "  c o r i t a i n i n g  s t o c k p i l e  e q u a l  t o  

t h e  u p p e r  b o u n d ) .  

B e c a u s e  t h e  w o r k  r e p o r t e d  h e r e  was e x p e r i m e n t a l  iri r i a t i i r e ,  i t  

p r o v e d  c o n v e n i e n t  t o  b r e a k  t h e  c o m p u t a t i o n s  i n t o  t h r e e  p a r t s  ar id  t o  

u s e  t h e  r e s u l t s  o f  one p a r t  a s  i n p u t  t o  t t i r  n e x t .  T h i s  d i v i s i o n  i n t o  

p a r t s  a l s o  a l l o w e d  e x p e r i m e n t s  t o  be  p e r f o r m e d ,  s u r t i  a s  t h e  u s e  o t  

d i f f e r e n t  i n i t i a l  s o l u t i o n s ,  a n d  p e r m i t t e d  m o d i f i c a t i o n  of '  t t i c s  c o d e s  

w i t h o u t r equ i I' i rig c o n  t i n u a  I r e c  orrip u t a t  i o n .  

The  f i r s t  p a r t  c o n s i s t e d  o f  s o l v i r i g  t i r r e t '  l i r i e n r  p r o g r a i i i s :  o n e  

i n c l u d i n g  t h e  f i x e d  a n d  v a r i a b l e  c o s t s ,  o n e  w i t h  t h c  f i x e d  costs s e t  

t o  z e r o ,  a n d  o n e  w i t h  t h e  v a r i a b l e  c o s t  s e t  t o  z e r o .  l h i s  p a r t  p r o v i d e d  
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FIG. 10 CONSTRAINT SET AND OBJECTIVE FUNCTION FOR THE 9-SITE PROBLEM 
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8 
I 

t t i e  o p t i m a l  v a l u e  o f  the  p 

o l '  b a s i c .  arid t i o i l - b a s i c  v i i r  

a rorii ided i r i i  t i a l  s o l i i t i o r i  

b o u n d s  o n  t h e  f i x e d  c o s t s .  

I 1 s t  

t , t i r r i ,  

;I I 1  d 

'The s e c o n d  p a r t  c o r i s i s t r d  0 1 '  i r i i t i t i l  i z i r i g  ( , t i ( ,  l l i  I I i c r  AIgoi, i t , t irr i  

by c o n i p i i t i r i g  t t i e  v a l i i e s  0 1 '  t h e  d u a l  v i i r i a h 1 c . s  r ~ ( ~ q i i i r ~ ( ~ t l  l ' ( ~ r '  C ; I . O I I ~ J  : 3 .  

F o r  e a r h  b a s i c  i n t e g e r  v n r , i a t ) I r  i t  i s  r i c c r s s a r y  t o  s o I v ( :  t , w o  I i r i ( : ; r r '  

p r o g r a m s ,  o n e  r n a x i r n i s i r i g  a r i d  L h ( ,  o t , I i ( ~ r  r r i i r i i n i i  z i n g  t , t i ( ,  L ~ I I I P  oI '  t,tic 

v a r i a b l e  g i v e r 1  ttr(: va11ic 's  o i '  Lhc p r ' f ? ( ' f ~ d i r i g  (;rf)ll[J I , C i r o i i [ )  2 ; I I I ~  

G r o u p  3 v a r . i a b l ( ~ s .  Ttirsc. I i r i f ' a r  progr.;irris a r ~  s o l  v ( - t l  o r i l y  o i i ( . v  i r r i i l  

t t i c i r  r e s u l t s  c o i i l d  b r  p i i t .  c o r i v c ~ r i i v i i t l y  ori piinct ied ( ~ a r ~ ( I s  ; i r i d  i i s ( . i l  :IS 

i n p u t s  f o r  t t i e  a l g o r i  t t i r r i  p r o p e r .  11s n i e r i t i o r i ( - ( I  s v v ~ r ~ a l  tirries p r ~ v i  011s l y ,  

t t i e  1 i r i e a r  p r o g r a m  p a c k a g e  f o r  t t i e  I h r ~ r o i i g t i s  13-5000 i s  g c r i c r a l  ; i r i t l  h c r i ( . c  

r io t  v e r y  e f f i c i e n t .  As a r c t s ~ ~ l t ,  s o l v i r i g  t t i c s t t  prngrarris i s  a r . t ~ I a t i v c : l y  

l e n g t h y  p r o c e s s  a n d  i t  p r o v e d  e c o r i o m i c a l  t o  d o  i t .  ' * o l ' l ' -  ! i r i c "  r , a t h ( : r  t h a n  

o n - l i n e .  As i t  w a s ,  t t i e  p r o g r a m  f o r  s o l v i n g  t h m c  I i r r e a r  p r o g r a m s  was  

i m p r o v e d  s o m e w h a t  f r o m  t h e  p r o g r a m  o r i g i n a l l y  i i s ( :d  b y  I I i  I I i ( , r . .  Th(% rriairi 

p r r i a l t y  p a i d  f'or s e p a r ; l t i r i g  t . t i i s  p a r t ,  0 1 '  t l i ( L  1)rngrarrr w ; i s  t . h ; r t  ( : v r t , ; i i r i  

s r t - u p  o p e r a t i o n s  ( s u c . t i  a s  f i r r d i r i g  ( ~ x t , r ( ~ r r i ~  p 0 i r i t . s  0 1 '  t t i c ,  n - s i i r i p l ( ~ x ,  a r i t l  

G r o u p  1 arid G r o u p  2 i r i i  t i n 1  i z a t i o r r s )  w r r e  r i ~ p e a t , ( * d .  I%rcni~s( .  t h e  a r n o i i r i t  

01' d u p l  i c a t i o r i  i n v o l v e d  i n  s e t - u p  w a s  r r l ; i t , i v e I y  srriaI1,  IIO a t t , ~ r r i r ~ t  w a s  

m a d e  t o  i m p r o v e  e f f i c i e n c y  by s a v i n g  sorrie o t  t h e  i r i t t : i . r r l ( : d i a t e  res111 t s  

t h a t  w e r e  c a l c u l a t e d  i n  b o t h  p a r t s .  

The  f i n a l  p a r t  c o n s i s t e d  of' t t i e  a ~ g o r ~ i  t h r n  p ropc ' r ' .  T\io rri(xLliods \vere 

u s e d  i n  t h e  a l g o r i t l i r n  t o  g e n e r a t e  0 -1  s t r i n g s .  'Hip f ' i r s t .  o f  t.II(*se was  

t h e  I l i l l i e r  a l g o r i t h m  a s  d e s c r i b r d  i r i  S e c t i o n  1 1  I- [$. ' l ' hc .  s e c o i i d  was ari 

e n u m e r a t i o r i  s u b r o u t i n e .  T h i s  s i i l ~ r o ~ i t i  i i c '  w a s  i r r t r n d i ~ ~ ~ e d  w t i c a r i  i t  b e c a m e  

c l e a r  t h a t  i f  t h e  p r o b l e m  be ing  ( : o r i s i d f ~ r ~ ' ( l  I i a d  very I ' P K  b a s i c  v a r i a b l e s ,  

a d i s p r o p o r t i o n a t e  a m o u n t  o f  t i m e  w a s  b e i n g  spcsrit t c ~  rliri P a r t  2 t o  ( . O K I ~ ) U L ~  

d u a l  v a r i a b l e s  f 'or t h e  l l i l  l i e r  a l g o r i t h m  v o n i p a r e d  t o  the, t o t a l  t i r r r c '  r f a -  

q u i r e d  t o  s o l v e  t h e  p r o b l e m .  I t  w a s  t h o u g h t  p o s s i t ~ l c .  t h a t ,  i r r s t e a d  f J t '  

u s i n g  t h e  G r o u p  3 p r o c e d u r e ,  i t  m i g h t  b e  more  r c .o r iomica  I t o  e r i i i r r i e r a t c  

t h e  c o m p l e t i o n s  b e t w e e n  F Y 1 N  arid FUAS givc ' r i  t t i e  \ a l r i ( x s  01' the, G r , o i i p  ! 

a n d  G r o u p  2 v a r i a b l e s .  :!Ittrough t h i s  a p p r o a c h  w o u l d  r f ' s i i l t  i n  ger ie r -  

a t i n g  m o r e  0 - 1  s t r i n g s  t h a n  i v i t h  t he  t l i l  1 i e r  a l g o r i t t i m ,  t h e  e x t r a  t i m e  

t a k e n  in  e x a m i i i i r i g  them was  e x p e c t e d  t o  b r .  srnal I i II ( ,o r r rpar i sor i  t o  t h c  

t i m e  s p e n t  o n  P a r t  2 .  
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A s e c o n d  v a r i a t i o n  e x a m i n e d  c o n s i s t e d  o f  s e t t i n g  u p  t h e  n i n e -  

w a r e h o u s e  p r o b l e m  w i t h o u t  s t a t i n g  t h e  Y 5 1 c o n s t r a i n t  e x p l i c i t l y  i n  

P a r t s  1 a n d  2 .  T h i s  a p p r o a c h  h a s t h e  a d v a n t a g e  t h a t  i t  e l i m i n a t e s  o n e  

c o n s t r a i n t  p e r  s i t e ,  t l i e r e b y  r e d u c i n g  t h e  s i z c  o f  t t ie  p r o b l e m  t h a t  h a s  

t o  b e  s o l v e d .  'I'tie u p p c r  b o u n d  o f  1 s t , i  1 I i s  u s e d  a s  ari i n p u t  t o  t h e  

p o r t i o n  01' t h e  l l i l l i e r  a l g o r i t h r n  w h i c h  g e n e r a t e s  

a d v a n t a g e  i s  t h a t  e l i m i n a t i n g  t h i s  s e t  o f  c o n s t r a i n t s  c a n  

l e a d  t o  l i n e a r  p r o g r a m  s o l u t i o n s  h a v i n g  s o m e  y , v a r i a b l e s  g r e a t e r  t h a n  

o n e .  T h e  e x p e r i e n c e  o b t a i n e d  i n d i c a t e s  t h a t  i f  t h e  u p p e r - b o u n d  c o n -  

s t r a i n t s  on w a r e h o u s e  c a p a c i t y  a r e  l o o s e  c o m p a r e d  t o  r e q u i r e m e n t s ,  n o  

d i f f i c u l t y  i s  e n c o u n t e r e d .  H o w e v e r ,  i f  t h e  w a r e h o u s e  c a p a c i t i e s  a r e  

s m a l l ,  t h e  l i n e a r  p r o g r a m  w i l l  t e n d  t o  u s e  s m a l l  w a r e h o u s e s  w i t h  a t t r a c -  

t i v e  f i x e d  c h a r g e s  b e y o n d  y = 1.  T h u s ,  t o  use  t h i s  a p p r o a c h  i t  i s  

n e c e s s a r y  t o  c h e c k  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  i n i t i a l  l i n e a r  p r o g r a m  s o l u t i o n s  

t o  m a k e  s u r e  t h a t  t h e  y 5 I c o n s t r a i n t  i s  s a t i s t ' i r d .  Tf i t  i s  n o t ,  t h e  

l a r g e r  p r o b l e m  m u s t  b e  s o l v e d .  

0 - 1  s t r i n g s .  The d i s -  

( a n d  d i d )  

T a b l e  VI11 l i s t s  t h e  c a s e s  e x a m i n e d  a n d  t h e  s o l u t i o n s  o b t a i n e d .  

T h e  n u m b e r  o f  s i t e s  a n d  t h e  t o t a l  c o s t  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  LI' r o u n d e d  

s o l u t i o n  a r c  a l s o  s h o w n ,  a s  i s  t h e  p e r c e n t  i n i p r o v e n i c n t  p r o v i d e d  by t h e  

o p t i m a l  s o l u t i o n . '  

T h e  t i m i n g s  a c h i e v e d  a r e  l i s t e d  i n  T a b l e  T X .  T h e  t i m e s  a r e  e l a p s e d  

p r o c e s s o r  t i m e s  o n  t h e  B u r r o u g h s  R - 5 5 0 0 ,  a m e d i u m - s p e e d  rnul t i p r o c e s s i n g  

m a c h i n e .  The m i l 1  t i p r o c e s s i n g  f e a t u r e  c a u s e s  t h e  t i m e  r r q u i  r e d  f o r  ;I 

p r o g r a m  t o  v a r y  s o m e w h a t  f r o m  r u n  t o  r u n .  1 1 1  t h e  n i n e - s i t e  p r o b l e n i  

v a r i o u s  i n i t i a l  s o l u t i o n s  h e r e  t r i e d :  t h e  LP r o u n d e d  s o l u t i o n  r e f e r r r d  

t o  e a r l i e r ;  a f e a s i b l e  t h r e e - s i t e  s o l u t i o n  w h i c h  w a s  r i o n - o p t  i r n a l ;  a n d  

a s o l u t i o n  i n  w h i c h  a l l  n i n e  s i t e s  were  i n i t i a l l y  o p e n .  T h e  l a s t  c ~ s e  

h a d  t w o  v a r i a t i o n s :  a l l  s i t e s  f i l l e d  t o  c a p a c i t y  i n i t i a l l y ,  a n d  a l l  

s i t e s  w i t h  an i n i t i a l  s t o c k p i  l e  o f  9 5 .  T h e  t a b l r  a l s o  s h o w s  t h e  n u m b e r  

o f  b a s i c  v a r i a b l e s  f o r  e a c h  p r o b l e m .  T h c  m a j o r  t i m e  r e q u i r e d  was  i n  

c o m p u t i n g  t h e  d u a l  v a r i a b l e s  f o r  i n i t i a l i z i n g  G r o u p  3 .  T h e  l a r g e r  t l i e  

p r o b l e m  a n d  tlie l a r g e r  t h e  ririnibrr o f  b a s i c  v a r i a b l e s ,  t l ie  l o n g e r  t h e  

t i m e  t h a t  w a s  req1i i rc .d  f o r  t h i s  p a r t .  

T a b l e  I X  a l s o  l i s t s  t h e  c a s e s  i n  w h i c h  t h e  e n u m e r a t i o n  subroutine 

w a s  u s e d .  I n  t h e s e  c a s e s ,  t h e  t o t a l  c o m p u t a t i o n  t i m e  a f t e r  s e t u p  w a s  

e s s e n t i a l l y  t h e  s a m e  a s  when t h e  H i  I l i e r  G r o u p  3 p r o c e d u r e  h a s  u s e d .  T h u s ,  

f o r  t h e s e  s m a l l  n u m b e r  o f  v a r i a b l e s ,  t h e  e n u m e r a t i o n  r o u t i n e  i s  a d \ a n t a g c o u s .  

Computed r o n s r r v a t i v r l y  h y  t a k i n g  100 X ( I n i t i a l - 0 p t i m a I ) / O p t l m a l  s o l u t i o n .  1 
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NUMBER OF 
POTENTIAL 

WAREHOUSES S i t e  
iumb e r 

3 
8 

3 
8 

1 
3 
8 

1 
3 
9 

1 4  

4 
a 

1 3  
17 
18 

4 

9 

1 5  

19  

30 

Amount  

18 5 
4 

109 
80  

6 9  
6 9  
51 

109 
29 
94  
9 3  

53 
5 3  
32 
46 
30 

52 

T a b l e  VI11 

SUMMARY OF PROBLEMS SOLVED USING FUNDAMENTAL ALGORITIIM - 
TOTAL 

DEMAND 

189 

325 

212 

252 

UPPER 
BOUND ON 

S I T E  
WAREHOUSE 

190 

109 

6 9  

109 

59 

150 

45-252 

STOCKPILE 
ALLOCATION 

- 
TOTAL 
FIXED 
COST 

- 
102 

102 

155 

218 

2 57 

17 3 - 
Baaed on LP rounded approximate s o l u t i o n .  

T a b l e  IX 

~ 

PROBLEM 

9 - s i t e  

1 5 - s i  t e  

19-  s i t e  

3 0 - s i t e  

SUMMA 

UPPER 
BOUNDS 

190 

109 
6 9  

190 

1 0 9 l  

1 0 9 l  
109’ 
1 0 9 l  

109  

1501 

- < 2 5 2 l  
5 2 5 2 l  

’ OF TIMINGS 

I N I T I A L  
SOLUTION 

LP rounded 
LP rounded 
LP rounded 
3 s i t e ,  non- 
opt ima 1 
3 s i t e ,  non- 
o p t i m a l  
a l l  95  
a l l  f u l l  
a l l  f u l l  

LP rounded 

LP rounded 

LP rounded 
LP rounded 

- 
TOTAL 
COST 

- 
291 

291 

3 44 

533 

47 1 

425 - 

APPROXIMATE 
SOLUT I ( 

Numtier o f  
) p e n  S i t e s  

3 

3 

4 

4 

7 

5 

1 - 
c o s t  

3 49 

342 

395 

- 

533 

57 5 

467 - 

[ HPROVE- 
UENT 

16.6% 

14.9% 

13.6% 

0% 

18.1% 

9 .1% 

h’ B - 5 5 0 0  COMPUTER FOR THE FUNDAMENTAL ALGORITHM 
I 

y ,  5 1 c o n s t r a i n t s  n o t  e x p l i c i t l y  s t a t e d .  

E n u m e r a t i o n  s u b r o u t i n e  r a t h e r  t h a n  d u a l  v a r i a b l e s  u s e d .  

63 

IME ( s e c o n d s )  

D u a l  V a r i a b l e  
C o m p u t a t i o n  

143 
120 
1 49 
162 

16 

16 
16 

enumera t i  on2  

201 

36 1 

6 98 
enumera t ion ’  



I t  w o u l d  b e  a n t i c i p a t e d  t h a t  a c r o s s - o v e r  w o u l d  o c c u r  arid t h a t  t h e  

H i l l i e r  a l g o r i t h m  w o u l d  be p r e f e r r e d  i f  t h e  n u m b e r  o f  b a s i c  v a r i a b l e s  

i n c r e a s e d  and  f i r r i c e  t t i c  r i i i r n t ) e ~ ~  o f '  r o l n h i n a t , i  011s t h a t  I i a d  t o  t ie  e s ~ r r r i i  ricd 

i n c r e a s e d .  I r i  t h e  C ~ S C S  ( . o i i s i d r r r d  Ii(sre t h r r r  w e r e  a t  m o s t  2:' ronib i  - 
n a t i o n s  i n  G r o u p  3 t o  } )e  f , xa fn i r i ?d  f o r  e a c l i  p a r t i a l  ~ ' o r r ip l e t , i o r r  spec. i  1'ic.d 

by G r o u p s  1 arid 2 .  

C o n s i d e r a b l e  t i m e  w a s  s a v e d  i f  t h e  y 5 1 c o n s t r a i n t s  d i d  r i o t  h a v e  

t o  b e  s t a t e d  e x p l i c i t l y  w h e n  s o l v i n g  t l i ( '  i r i i t , i n l  I I i i c b a r  p i ~ ~ g I : i i i i .  Tlrcsrl 

c a s e s  a r e  r i o t e d  i n  T a b l e  I X .  T h e  1 i r i fxar  p rogram i n  P a r t  1 was  ruii  i v i  t h -  

o u t  t h e s e  c o r i s t r a i r i t s  arid t h e  a n s w e r  o b t a i n e d  h a d  y 1 i 'nr  a 1  I I .  T h i s  

a n s w e r  i s  f o r t u i t o u s ;  i t  i s  n o t  g u a r n n t r e d .  C a s e s  w i t 1 1  y l  v a l u c s  l a r g e r  

t h a n  1 s h o u l d  b e  e x p e c t e d  ( a r id  t r ave  b e e n  o b s e r v r d )  f o r .  ;iI I pr,nt)l(hrns x i t l i  

s m a l  1 v a l u e s  f o r  t h e  u p p e r  bo r inds  M i  on  t h e  x I ,  s i i i ( . e  t l i c  c o i i s t r a i i r t  

,b!lyl - . x 1  2 0 i s  n o t  s u f f i c i e n t  by i t s e l f  t o  g i i a r n r i t c c  t h a t  x 1  . \ I , .  T l i ~  

t i m e  s a v i n g s  r e s u l t  b o t h  f r o m  a r r d u c t i o r i  i n  t h c  riiirnhr.r. 01' ( ~ o r i s t r ; i i r i t s ,  

w h i c h  m a k e s  t h e  p r o b l e m  s m a l l e r  t h r o u g h o u t  t h e  a l g . o r i t t i i n ,  a i i d  I ' r n i i i  i i  

r e d u c t i o n  i n  t h e  n u m b e r  o t '  y ,  v a r i a b l r s  w h i c h  a r e  b a s i c  i i i  t h c  I , I '  s ( i 1 r i .  

t i o n ,  w h i c h  r e d u c e s  t h e  i n i t i a l  d u a l  v a r i a b l e  c o m p r ~ t a t i o r i .  I f '  t h e  

y ,  5 1 c o n s t r a i n t s  a r t  s t a t c d  e x p l i c i t l y ,  scirrie ot '  t t i e  y bc( ,a rne  b a s i c  

a t  0 l e v e l  when s o l v i n g  t h e  i n i t i a l  l i n e a r  p r o g r a m .  T h i s  d i d  r i o t  o c c u r  

when t h e s e  c o n s t r a i n t s  were r e m o v e d .  I n  a p p l y i n g  t l i e  I I i  1 1  i r r  a l g o r i t h m ,  

y ,  c o u l d  t a k e  on o n l y  v a l u e s  o f  0 o r  1. Thr r s ,  t l ie y ,  1 c o r i s t r ~ a i n t .  i s  

i m p l i c i t  i n  t h e  a l g o r i t h m  a n d  n e e d  n o t ,  h e  s t a t e d .  

E x a m i n a t i o n  o t  t h e  o u t p u t  d a t a  i r i d i c a t r s  t h a t  a ma,j o r  p o r , t i  or1 o f  

t h e  w o r k  i n  r e d u c i n g  t h e  n u m b e r  o t  c o m b i n a t i o n s  t h a t  h a d  t n  b c  c !xaminc~d 

w a s  d o n e  by t h e  G r o u p  1 p r o c e d u r e s ,  w l r i c h  e x a m i n e  t t i e  n o n - h a s i c  L - a r i a b l e s  

i n  t h e  LP s o l u t i o n .  T t  w a s  a l s o  f o u n d  t h a t  s t a r t i n g  w i t h  a s e e m i i i g l y  

b a d  s o l u t i o n  ( a l l  s i t t ' s  opvri  arid f u l l  w h i r t i  r e s u l t s  irr t h r .  rnaxiniurri pcs-. 

s i b l e  c o s t  f o r  a f e a s i b l e  s o l u t i o n )  d i d  n o t  a f f e c t  r o r n p u t a t i o r i  t i m e .  

T h i s  w a s  d u e  i r i  p a r t  t o  t h r  t e s t  f o r  z e r o  s t o c k p i l e  i r i c o r p o r a t e d  i n  t l i e  

p r o g r a m .  A s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  111-I), t h e  H i 1  l i e r  a l g o r i t h r n  s p e c i  f i e s  

a s e t  o f  o p e n  s i t e s  w h i c h  a r e  u s r d  t o  d e f i n e  t h e  s u b p r o b l r m .  B e i n g  a 

l i n e a r  p r o g r a m ,  t h e  s u b p r o b l e m  p r o v i d e s  a b a s i c  s o l u t i o i i  f o r  s t o c k p i  l v  

a l l o c a t i o n s .  T h i s  s o l u t i o n  c a n  i n v o l v e  tire a 1  Loca t io11  o f  z r r o  s t o c k p i  I P S  
t o  o i ie  o r  more ope t i  s i t e s .  Such z e r o  s t o c k p i  I p s  ivrre e r i c o u r i t e r r d ,  r i s r ia l  1, 

i n  t h e  f i r s t  s e v e r a l  s u h p r o b l r n i s  s o l v e d .  1 1 1  t h r s r  ( ' a s e s  t h e  s i t e s  w i t h  

The n i n e - s i t e  p r o b l e m  w i t h  u p p e r  b o u n d s  o f  6 9  ( s e e  T a b l e  IX) s h o u r d  t h l s  e f f r c t .  
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z e r o  s t o c k p i l e  n e e d  n o t  b e  o p e n e d  a n d  h e n c e  t h e r e  i s  n o  i ' i xed  c h z ~ g c  

f o r  t h e m .  By n o t i n g  when t h e s e  c a s e s  o c c u r r e d ,  b o t h  t h e  FMAX a n d  t h e  

b e s t  c u r r e n t  s o l u t i o n  ( L L )  b o u n d s  c o u  d b e  t i g h t e n e d  t o  t h e  s a m e  l e v e  

a s  w h e n  s t a r t i n g  w i t h  n e a r - o p t i m a l  s o l u t i o n s .  

B. N o n - L i n e a r  V a r i a b l e  C o s t  

T h e  n i n e - w a r e h o u s e  p r o b l e m  u s e d  t o  e x p l o r e  t h e  g e n e r a l  a l g o r i t h m  

w a s  e x p a n d e d  t o  p r o v i d e  a t e s t  c a s e  when  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s  n o n -  
l i n e a r .  E i g h t  o f  t h e  s i t e s  w e r e  a s s u m e d  t o  h a v e  t w o - s e g m e n t  c o s t  f u n c -  

t i o n s  o f  t h e  f o r m  s h o w n  i n  t h e  f o l l o w i n g  d i a g r a m ,  w h e r e  M i s  t h e  u p p e r  

b o u n d  o n  s t o c k p i l e .  

M/2 M STOCKPI L E  

One  s i t e  ( S i t e  8 )  was a s s u m e d  t o  h a v e  a t h r e e - s e g m e n t  c o s t  f u n c t i o n  o f  

t h e  f o r m  s h o w n  b e l o w .  

M/3 2M/3 M STOCKPILE 

T h e  c o n s t r a i n t  m a t r i x  a n d  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  f o r  t h i s  p r o b l e m  a r e  

s h o w n  i n  F i g u r e  1 2 .  
a n d  38 c o n s t r a i n t s  i n s t e a d  of 18 v a r i a b l e s  a n d  2 8  c o n s t r a i n t s .  

I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e r e  a r e  now 38 v a r i a b l e s  

T h e  c o m p u t i n g  t i m e s  w e r e  

LP s o l u t i o n  1 4 4  s e c o n d s  

D u a l  v a r i a b l e  c o m p u t a t i o n  604 
C o m p u t  a t i  o n  a f t e r  s e t  - up 30 

T o t a l  8 57 

E x t r e m e  p o i n t  b o u n d i n g  7 9  

T h e  l a r g e  

t e n  o f  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  y v e c t o r  were  b a s i c  v a r i a b l e s .  No p a r t i c -  

u l a r  d i f f i c u l t y  w a s  e n c o u n t e r e d  i n  c o d i n g  o r  i n  s o l v i n g  th i s  e x a m p l e .  

t ime  r e q u i r e d  f o r  d u a l  v a r i a b l e  c o m p u t a t i o n  r e s u l t e d b e r a u s e  
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I 
P L,  m1 1 1 1 ~  r ; ~ t : d - C h a L g e  T r a n s p o r t a t i o n  F r o b i e m  

The a l g o r i t h m  f o r  t h e  f i x e d - c h a r g e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  d e s c r i b e d  

i n  S e c t i o n  1 1 1 - G  was  c o d e d  and  r u n  f o r  p r o b l e m s  h a v i n g  t r a n s p o r t a t i o n  

m a t r i c e s  o f  d i m e n s i o n  3 X 4 ,  4 x 6 ,  5 x 7 ,  a n d  6 X 8.  A t o t a l  o f  n i n e  

p r o b l e m s  were  r u n . l  T h e  d e m a n d s ,  s u p p l i e s ,  u n i t  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t s ,  

a n d  f i x e d  c h a r g e s  f o r  t h e s e  p r o b l e m s  a r e  s h o w n  i n  F i g u r e  1 3 .  T h e  v a r i -  

a b l e  c o s t s  f o r  a l l  e x c e p t  P r o b l e m s  3 a n d  8 were g e n e r a t e d  by u s i n g  s u b -  

s e t s  o f  t h e  d a t a  p r e s e n t e d  by B a l i n s k i  [61 f o r  h i s  t e s t  p r o b l e m .  T h e  

v a r i a b l e  c o s t s  f o r  P r o b l e m s  3 a n d  8 a r e  b a s e d  o n  M u r t y ’ s  s a m p l e  p : , ob -  

l em [TI. T h e  f i x e d  c h a r g e s  f o r  most, o f  t h e s e  s a m p l e  p r o b l e m s  w e r e  a l s o  

b a s e d  o n  B a l i n s k i ’ s  a n d  M u r t y ’ s  d a t a .  B a l i n s k i ’ s  f i x e d  c h a r g e s  w e r e  

o b t a i n e d  by u s i n g  r a n d o m  n u m b e r s  b e t w e e n  1 0  a n d  20 .  I n  P r o b l e m  6 ,  t h e  

f i x e d  c h a r g e s  w e r e  o b t a i n e d  b y  u s i n g  r a n d o m  n u m b e r s  b e t w e e n  0 a n d  9 9  
a n d  i n  P r o b l e m  7 t h e  f i x e d  c h a r g e s  were i n c r e a s e d  t o  t h e  o r d e r  o f  1 0 0  

a n d  2 0 0  t o  o b t a i n  a p r o b l e m  i n  w h i c h  t h e  f i x e d  c o s t s  a r e  l a r g e  c o m p a r e d  

t o  t h e  v a r i a b l e  c o s t s .  

S i n c e  t h e  a l g o r i t h m  r e q u i r e s  t h e  s o l u t i o n  of’ a s e r i e s  o f  t r a r i s -  

p o r t a t i o n  p r o b l e m s ,  a r e l a t i v e l y  e f f i c i e n t  t r a n s p o r t a t i o n  c o d e  was  u s e d  

a s  a s u b r o u t i n e . ?  I n  t h e  5 X 7 p r o b l e m s ,  f o r  e x a m p l e ,  a n  a v e r a g e  o f  

0 . 6  s e c o n d  w a s  r e q u i r e d  t o  s o l v e  e a c h  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m .  

T o  s p e c i f y  o p e n  a n d  c l o s e d  r o u t e s ,  t h e  c o s t  m a t r i x  w a s  a d j u s t e d  

s o  t h a t  c l o s e d  r o u t e s  h a d  u n i t  s h i p p i n g  c o s t s  e q u a l  t o  t h e  t o t a l  c o s t  

o f  t h e  i n i t i a l  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n .  I n  t h i s  w a y ,  c a p a c i t y  c o n s t r a i n t s  

d i d  n o t  h a v e  t o  b e  i n t r o d u c e d  i n t o  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  a l g o r i t h m  

a n d  a n  o p t i m a l  s o l u t i o n  w a s  a l w a y s  o b t a i n e d .  I f  t h e  s e t  o f  r o u t e s  

s p e c i f i e d  a s  o p e n  were a c t u a l l y  i n f e a s i b l e ,  ttre i n f e a s i b i  l i t )  w o u l d  b e  

r e f l e c t e d  i n  t h e  o p t i m a l  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  s o l u t i o n  c o n t a i n i n g  a 

c l o s e d  r o u t e  a n d  h a v i n g  a l a r g e  a s s o c i a t e d  c o s t .  

T a b l e  X i s  a summary  o f  t h e  s o l u t i o n s  o b t a i n e d .  T h r e e  v a l u e s  o f  

t o t a l  c o s t  a r e  s h o w n :  

( 1 )  T h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  o b t a i n e d  by s o l v i n g  t h e  p r o b -  
l e m  w i t h  n o  f i x e d  c o s t s  a n d  a c c e p t i n g  ttre f i x e d  c h a r g e s  
f o r  t h o s e  r o u t e s  o p e n e d  ( l a b e l e d  XPORT) ;  

Two v a r i a t i o n s  on P r o b l e m  1 a n d  a v a r i a t i o n  o f  P r o b l e m  9 w e r e  a l s o  r i i n .  The f i r s t  t w o  d i f f e r e d  o n l y  
i n  t h a t  2 0  a n d  50 were .added t o  e a c h  f i x e d  c h a r g e .  T h e s e  v a r i a t i o n s  a r e  l a b e l e d  P r o h l e m s  l a  a n d  lb. 
The  v a r l a t i o n  of  P r o b l e m  9 ( l a b e l e d  9 a )  i n v o l v e d  a d d l n g  2 5 0  t o  e a c h  f l x e d  r h a r g e .  

T h i s  code is  PROCEDURE XPORT programmed i n  ALGOL bv b l .  ChamLreau  i n  1965 f o r  S t a n f o r d  R e s e a r c h  
I n s t i t u t e ’ s  8 -5500 c o m p u t e r .  
Q u a r t e r l y  i n  1 9 6 0  [161. 

I t  is  b a s e d  on a p a p e r  b y  G l i c k s n i a n  e t  o l . ,  i n  N a v a l  R e s e a r c h  L o g i s t i c s  



SUPPLIES ARE 50 15 5 

DEMANDS ARE 25 20 15 10 

B I l r J l  

14 15 12 13 

14 0 12 11 

1 1 1 9 s  

C I I r J l  

7.60 0.71 2.83 S.94 

5-94 0.64 1.70 5.64  

1 - 9 4  0.69 0.79 2.02 

1 

SUPPLIES ARE 45 35 30 25 

DEMANDS ARE 35 30 25 15 IO LO 5 

0 I I . J I  

11 16 18 17 10 20 17 13 

14 17 17 13 15 13 16 11 

12 1 3  20 17 13 15 16 13 

16 19 16 11 15 12 18 I2 

C I I t J l  

0.69 0.64 0.71 0.79 1.70 2.83 2.02 5.64 

1.01 0.75 0.88 0.59 1.50 2-63 2.26 5.64 

1.05 1.06 1.08 0.64 1.22 2-37 1.66 5.64 

1-91 1.50 1.56 1.22 1.98 1.98 1.36 6.99 

4 

SUPPLIES ARE 40 35 25 20 5 

DEMANDS ARE 35 25 25 15 10 10 5 

E l I r J 1  

91 216 218 217 210 220 217 

94 217 217 213 215 213 216 

92 213 220 217 213 215 216 

96 219 216 211 215 212 218 

99 2 1 8  215 216 212 214 220 

C I I t J l  

0.69 0.64 0.71 0.79 1-70 2.83 2.02 

1.01 0.75 0.08 0.59 1.50 2-63 2 . 2 6  

1.05 1.06 1.08 0.64 1.22 2-37 1.66 

9.01 5.01 5.01 2-01 9.01 9.01 3-06 

1.61 1.40 1.61 1.33 1.68 2-83 1 - 5 4  

7 

FIG. 13 

5 

SUPPLIES ARE 45 35 20 15 

DEMANDS ARE 35 30 25 15 5 5 

B I I v J l  

11 16 18 17 10 2 0  

14 17 17 13 15 13 

12 13 2 0  17 13 1 S  

16 19 16 I 1  1 5  12 

C I I v J 1  

0.69 0.64 0.71 0.79 1.70 2.83 

1.01 0.75 0.00 0.59 1-10 2.63 

1.01 1-06 1-08 0.64 1.22 2.31 

1.94 1.50 1-56 1-22 1.98 1.98 

2 

SUPPLIES ARE 40 35 25 20 5 

DEMANDS ARE 35 25 25 15 IO 10 

0 l l t J l  

11 16 18 17 10 20 17 

14 17 17 13 15 13 16 

12 13 20 17 13 15 16 

16 19 16 11 15 12 18 

19 18 15 16 12 14 20 

C f l t J l  

0.69 0.64 0.71 0.79 1.70 2.83 2-02 

1.01 0.75 0.88 0.59 1.50 2.63 2.26 

1.05 1.06 1-08 0.64 1-22 2.37 1.66 

1.94 1-50 1.56 1.22 1-98 1.98 1 .36  

1.61 1-40 1-61 1 . 3 3  1-66 2.83 1.54 

5 

SUPPLIES ARE 23 

DEMANDS ARE 55 

B [ l . J l  

4 3 19 

10 I 2 

5 16 4 

12 5 18 

8 31 5 

C I l v J I  

19 6 20 

1 1  8 5 

5 29 25 

38 17 26 

6 20 17 

26 38 56 75 

54 35 35 22 9 

0 6 8 1  

5 35 4 26 

2 4  9 1 1  2 

10 6 9 4 3  

6 12 36 19 

12 16 13 2 4  

15 17 40 13 

8 19 109 26 

14 23 27 114 

2 92 29 42 

8 
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SUPPLIES ARE 2 3  38 56 66 

DEMANDS ARE 55 54 35 22 9 0 

8 I I , J 1  

4 3 0 6 8 7  

5 16 24 9 11 2 

12 s 10 6 9 43 

8 31 6 12 36 19 

C I I t J l  

19 6 12 16 13 24 

S 2 9  8 19 109 26 

38 I7 14 23 27 114 

6 20 2 92 29 4 2  

3 

SUPPLIES ARE 40 35 2 S  20 5 

DEMANDS ARE 3S 25 25 15 10 10 5 

E I I v J 1  

10 22 2 4  42 37 77 99 

15 46 4 8  93 39 6 72 

1 25 22  6 81 1 1  56 

2 85 97 61 16 42 69 

81 30 76 7 6 27 98 

C I l t J 1  

0.69 0.64 0.71 0.79 1.70 2.83 2.02 

1.01 0.75 0.88 0.59 1.50 2.63 2.26 

1.05 1 - 0 6  1-00 0.64 1.22 2.37 1.66 

1.94 1.50 1.56 1.22 1.98 1.98 1.36 

1.61 1.40 1.61 1-33 1.68 2.83 1.54 

6 

SUPPLIES ARE 45 40 30 20 10 5 

DEMANDS ARE 35 30 25 20 15 10 10 5 

0 I I . J I  

11 16 18 17 10 20 17 13 

14 17 17 13 15 13 16 11 

12 13 20 17 13 15 16 13 

16 19 16 11 15 12 18 12 

19 10 15 16 12 14 20 19 

13 20 20 17 15 12 14 11 

C [ I . J I  

0.69 0.64 0.71 0.79 1.70 2.03 2.02 5.64 

1.01 0.75 0.88 0.59 1.50 2.63 2.26 , 5 .64  

1.05 1.06 1.08 0.64 1.22 2.37 1.66 5 . 6 4  

1.94 1.50 1.56 1.22 1.98 1.98 1.36 6.99 

1.61 1-40 1.61 1 . 3 3  1.68 2-83 1.54 4.26 

5.29 5.94 6.08 5.29 5.96 6.77 5.08 0.31 

T C - 5 2 0 3 - 4 3  9 
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(2) The  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  o b t a i n e d  by r i s i n g  
( '  ' 'Le /iM !J a s  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t  
( l i i e l e d  a l i n s k i ) ;  

( 3 )  T h e  e x a c t  s o l u t i o n  o b t a i n e d  i'rom t h e  a l g o r i t h m .  
T h r e e  v a l u e s  a r e  s h o w n :  t o t a l  c o s t ,  t r a r i s p o r t a t i o r i  
c o s t  a n d  f i x e d  c o s t .  

PRoBL$M 
NO. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1 

l b  

9 

I n  a d d i t i o n ,  t h e  i n i t i a l  a r i d  f i n a l  v a l u e s  01' F\lAX i ~ t i ( l  r r i i n i m u m  t r a i l s -  

p o r t a t i o n  c o s t  a r e  s h o w n .  

SOLUTIONS I:M AX MINIMUM 
DIMENSIONS VARIABLE 

XPORT B a l i n s k i  E x a c t  I n i r  i a l  F i n a l  COST 

3 x 4  335 335 329 (270/50)#  72  67 25 3 

4 x 6  220 229 202 (103/99)  121 103 99 

4 x 6  1999 1999 1999 (1947/ /52)  52 52 1947 

4 x 8  302 29 1 273 (165/108)  1 4 1  123  150 

5 x 7  282 267 245 (128./117) 148 126 119 

5 x 7  549 35 9 317 (173/144)  250 198 119 

5 x 7  2060 2189 1638 (166/1472)  1910 1488 150 

5 x 7  2297 2289 2289 (2230/59)  75  75  2214 

6 x 8  353 349 314 (120/194)  17 1 136 17 8 

3 x 4 t  455 429 429 (27O/160)  I67 167 26 3 

3 X do 6 3 5  57 0 5 7 0  ( 2 7 0 / 9 1 0 )  3 17 270 263 

6 x 8' 3 3 5 3  4357 2357 (2119/230) 3175 2179  178 

* 
Numberr c o r r e a p o n d  t o  numbers i n  F i R u r e  1 3 .  
I d e n t i c a l  t o  Prob lem 1 w i t h  20 added  t o  e a c h  f i x e d  char l l e .  

I d e n t i c a l  t o  Prob lem 1 w i t h  50 added  t o  e a c h  f i x e d  c h a r g e .  

LI I d e n t i c a l  t o  P r o b l e m  9 w i t h  250 added  t o  e a c h  f i x e d  c h a r g e .  

# ( 2 7 0 / 6 0 )  d e n o t e s  a v a r i a b l e  c o s t  o f  270 and  a f i x e d  c o s t  o f  60. 

The  r e s u l t s  shown  i n  T a b l e  X h a v e  s e v e r a l  i n t e r e s t i n g  f e a t u r e s .  

I n  t h r e e  c a s e s  ( P r o b l e m s  2 ,  7 ,  a n d  9 a )  a c c e p t i n g  t h e  f i x e d  c h a r g e s  

a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  s o l  u t i o r i  (.\(PORT a p p r o x i m a t i o n )  

w a s  b e t t e r  ( l o w e r  t o t a l  c o s t )  t h e n  u s i n g  t h e  H a l i n s k i  a p p r o x i m a t i o n  

m e t h o d .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  B a l i r i s k i  m e t h o d  y i e l d s  a n  o p t i m a l  

s o l u t i o n  f o r  p r o b l e m s  l a ,  l b ,  3 arid 8 .  : \ l t h o u g h  t h i s  r e s u l t  r r i n -  

f o r c e s  B a l i n s k i ' s  c l a i m  t h a t  h i s  a p p r o x i m a t i o n  m e t h o d  i m p r o v e s  a s  t h e  

69 



f i x e d  c h a r g e s  become  a l a r g e r  f r a c t i o n  o f  t h e  t o t a l  r o s t ,  Prob1c.m 9 a  

d o e s  n o t  s u p p o r t  t h i s  c o n c l u s i o n .  

F o r  t h e  p r o b l e m s  l i s t e d  t h e  m e t h o d s  o f  a p p r o x i m a t i o n  g i v e  ar i swr i rs  

w h i c h  r a n g e  from e x a c t  t o  a s  rnuch a s  1 5  p e r r e r i t .  h i g h  i n  t o t a l  r o s t .  arid 

20  p e r c e n t  high i n  f i x e d  c o s t .  T h e r e  a p p e a r s  t o  b e  n o  w a y  0 1 '  , j u d g i n g  

a p r i o r i  t h e  e x t e n t  t o  w h i c h  t h e  a p p r o x i m a t e  sol u t  iori  d i  t'1'rr.s t ' r o rn  t l i ~  

e x a c t  s o l u t i o n .  

A word i s  in o r d e r  a b o u t  X l u r t y ' s  s o l u t i o n  t o  h i s  t r s t  p r o b l e m .  

His s a m p l e  c a l c u l a t i o n  r o r i t a i n s  a i i i i r n c r i c a l  e r r o r  i r i  t t i a t  t i c :  c o r n p i i t ( ' s  

t t ie  t o t a l  f i x e d  c h a r g ( >  i n  t i i s  o p t i m a l  ar isw( : r '  a t  , I C ,  r ~ a t , I ] c ~ r ~  L t I ; i r i  t t i ( .  ( ' o r ' -  

r e c t  v a l u e  o f  5 9 .  T h i s  e r r o r  l e a d s  h i m  t o  ( . o r i s i d r i r  a l  1 v c . r . 1  i (  ('s \ ~ i  it1 

v a r i a b l e  c o s t  2260 w t i e i i  tie s h o u l d  irse 22 /17  b a s e d  O I I  tiis r i 1 t i . a -  

c o n s e r v a t i v e  l o w e r  b o u n d  01' 16 O I I  t h e  f ' i x c t l  c h a r g e .  I l o w r v e r ,  r r ie rc ly  

i n s i s t i n g  on  r o w - f e a s i b i l  i t y  l e a d s  t o  a f i x e d - ( ~ t i a r g r  11011iid f J l '  3 0 ,  \ v t i i ( : l i  

i s  s u f f i c i e n t  t o  e n s u r e  t h a t  h i s  s o l u t i o i i  \vi 1 I bc, o l ' t i m a l  f'or t l i is  

p r o b 1 ern . 
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T a b l e  XI 

UPPER BOUND ON NUMBER OF BASIC SOLUTIOlVS 

OF THE FIXED-CHARGE TRANSPORTATION PROBLEM 

M A T R I X  SIZE I 

1 6 1 2 8 1 2 3 4 1  I I No. of t r a n s p o r -  
t a t i o n  p r o b l e m  I s o l v e d  t y p i c a l )  

t h e  o r d e r  o f  1 0 1 9 v e r t i c e s .  

o f  t h e s e  woi i ld  b e  e l i m i n a t e d  b y  t h e  a l g o r i t h m ,  t h e  n u m b e r  o f  t r a n s -  

p o r t a t i o n  p r o b l e m s  t o  b e  s o l v e d  s t i l l  g o e s  up  q u i t e  r a p i d l y ,  F u r t h e r -  

m o r e ,  t h e  s e a r c h  t i m e  t o  f i n d  t h e  v e r t i c e s  t o  be  e x a m i n e d  a l s o  r i s e s  

r a p i d l y .  A t e s t  r u n  u s i n g  B a l i n s k i ’ s  8 x 1 2  t e s t  p r o b l e m ,  f o r  e x a m p l e ,  
r e q u i r e d  2 m i n u t e s  t o  f i n d  t h e  f i r s t  v e r t e x  t h a t  p a s s e d  a l l  t e s t s  p r i o r  

t o  s o l v i n g  a t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m .  

A l t h o u g h  i t  c a n  b e  e x p e c t e d  t h a t  many o f  

The i n c r e a s e  i n  c o m p u t i n g  t i m e s  w i t h  p r o b l e m  s i z e  may b e  s e e n  f r o m  

t h e  r e s u l t s  l i s t e d  i n  T a b l e  XII. The  t i m e s  a r e  b r o k e n  i n t o  f o u r  p a r t s  

(SETUP, GENERATE, XPORT, OUTPUT) w h i c h  c o r r e s p n n d  t o  ( 1 )  t h e  t i m e  r e -  

q u i r e d  t o  o b t a i n  t h e  i n i t i a l  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n s  a n d  FMAX a n d  t o  s o r t  

t h e  f i x e d  c h a r g e s ,  ( 2 )  t h e  t ime t o  f i n d  a 0 - 1  s t r i n g  w h i c h  p a s s e s  a l l  

t e s t s ,  ( 3 )  t h e  t i m e  t o  s o l v e  t h e  r e q u i r e d  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m s  f o r  

b o t h  0 - 1  s t r i n g s  a n d  b r a n c h - a p d - b o u n d ,  a n d  (4) t h e  t i m e  r e q u i r e d  f o r  

s e t t i n g  up  o u t p u t  a n d  p r i n t i n g  i t  o u t .  

T h e  a m o u n t  o f  t i m e  r e q u i r e d  i s  g o v e r n e d  p r i n c i p a l l y  by t h e  t i m e  

s p e n t  i n  GENERATE, t h a t  i s ,  t h e  t inre  r e q u i r e d  t o  f i n d  e x t r e m e  p o i n t s  

w h i c h  p a s s  a l l  t e s t s .  T h e  t i m e  i n  XPORT o f  c o u r s e  i n c r e a s e s  w i t h  t h e  

n u m b e r  o f  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m s  t o  b e  s o l v e d .  H o w e v e r ,  t h e  i n c r e a s e  

d o e s  n o t  a p p e a r  t o  b e  a s  r a p i d  a s  t h e  i n c r e a s e  i n  GENERATE. 

M u r t y ’ s  5 x 7 p r o b l e m  ( P r o b l e m  8 )  was o n e  i n  w h i c h  t h e  f i x e d  c o s t  

i s  v e r y  much s m a l l e r  t h a n  t h e  v a r i a b l e  c o s t .  T h i s  p r o b l e m  r e q u i r e d  

7 1  



T a b l e  XI1 

COMPUTER TIMES FOR FIXED- CHARGE T R A N S P O R T A T I O U  PROBLE\I 

Numbering 1s i n  a r c o r d a n t . ~  u ' i t h  l i g u r e  13 .  

A s e p a r a t e  t e s t  r u r i  w a s  made f'or ! l i ~ r t ? ' s  jiroJ11rin \ + i t 1 1  I\IIS a r h i -  

t r a r i l y  s e t  t o  50  i n i t i a l l y .  No i n i p r o v r r n r i i t  Iii t l i v  \ a I i i ( ~  0 1 '  t h c .  ~ i t i J e ( ~ -  

t i v e  f u n c t i o n  w a s ,  o f  c o i i r s r ,  f ' o u i i d .  A t o t a l  t iinc, o t '  .LO2 s c r o i i d s  was 

r e q u i r e d  f o r  t h i s  run w i t h  173 t r a i r s p o r t a t . i ( ~ r i  p r o b l r n i s  s o l v r d .  T t i i s  

f a s t e r  a p p r o a c h  b o u n d e d  t.hr o p ~ i i n a l  s o l  r i t i o r i  a s  b r i  n p  t)rt.\zrrri '726.1 a n d  

2 2 8 9  a n d  s o  g u a r a n t e r d  t h a t  t h r  a p p r o x i  n i t i t  e ariswrr o t i t  a i  i i r d  I'roin 

B a l i n s k i ' s  p r o c e d u r e  i s  c o r r e c t  \ \ I  t l i i r i  I . 2  j ) ~ r ( ~ c ' i i t .  

The  a p p r o a c h  o f  s p r ( . r i I ; r t i n g  OII i i  v a l i i e  o f  l;\l:l\ t o  s p c e t l  cornpiit a -  

t i o n s  a n d  t o  o b t a i n  r i t h c r  a s o l i i t i o i i  o r  ;I 1)ori i id 0 1 i  t,lic s n l i i t i o i i  N ; I S  

a l s o  u s e d  f o r  t h e  6 x 8 p r o b l r m .  T I I  t . l i i s  c a s e ,  R t.rs;t I ~ I I I I  i n t 1 i ( ~ n t r d  

t h a t  n e a r l y  1 0  mi i iu tes  were r r q u i r p d  t.o e x p l o r e  a l  1 r o n i b i r i a t i o l l s  i n -  

v o l v i n g  t h e  f i r s t  corn t ) i r ia t  i o n  l o r  S o i i r c e s  1 a r i d  2 .  T l i r r r l ' o r c ,  :I 

12 

t 
8 
8 
I 



r e l a t i v e l y  low v a l u e  o f  FkIAX was i n s e r t e d  a s  i r i p u i  sild t h c  ~ p t i z ? !  

s o l u t i o n  f o u n d  i n  2 5  m i n u t e s .  A s  a f u r t h e r  c h e c k  o n  t h i s  p h e n o m e n o n ,  

t h e  f i x e d  c o s t s  were made  d o m i n a n t  r e l a t i v e  t o  t h e  v a r i a b l e  c o s t s  f o r  

t h e  6 x 8 p r o b l e m  b y  i n c r e a s i n g  e a c h  f i x e d  c o s t  by 2 5 0 .  A g a i n ,  a l o w  

v a l u e  o f  FMAX w a s  a s s u m e d  a n d  a s o l u t i o n  was r e a c h e d  i n  l i t t l e  o v e r  a 

m i  n u t  e .  

A w o r d  i s  a l s o  i n  o r d e r  a b o u t  t h e  u s e  o f  t h e  b r a n c h - a n d - h o u n d  

d i c a t e d  i t  t o  b e  

t w o  s i t e s .  T h a t  

s i d e r e d ,  t h e  m i n  

w a s  c o m p u t e d  a n d  

r e d u c e  r u n n i n g  t 

f e a t u r e .  E x p e r i m e n t s  p e r f o r m e d  p r i n c i p a l l y  w i t h  t h e  4 x 6 p r o b l e m s  i n -  

most  a d v a n t a g e o u s  t o  u s e  t h i s  f e a t u r e  o n l y  o n  t h e  f i r s t  

i s ,  w h e n e v e r  a new c o m b i n a t i o n  i n  S i t e  1 o r  2 w a s  c o n -  

mum v a r i a b l e  c o s t  g i v e n  t h a t  c o m b i n a t i o n  o f  o p e n  r o u t e s  

FMAX d e t e r m i n e d .  U s i n g  o n e  s i t e  o n l y  d i d  n o t  seem t o  

m e  a p p r e c i a b l y .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  u s i n g  t h e  f i r s t  

two s i t e s  d i d  i n t r o d u c e  c o n s i d e r a b l e  t i m e  s a v i n g  ( a  f a c t o r  o f  t w o  i n  

s o m e  c a s e s ) .  

T h e r e  i s  n o  p o i n t  t o  i n c r e a s i n g  b e y o n d  t w o  t h e  n u m b e r  o f  s i t e s  f o r  

w h i c h  b r a n c h - a n d - b o u n d  i s  p e r f o r m e d  b e c a u s e  o f  t h e  r a p i d l y  d i m i n i s h i n g  

r e t u r n s .  I f  t h e  a v e r a g e  number  o f  c o m b i n a t i o n s  t o  b e  c o n s i d e r e d  f o r  

e a c h  s i t e  i s  n ,  t h e n  i f  b r a n c h - a n d - b o u n d  c a l c u l a t i o n s  a r e  p e r f o r m e d  f o r  

S i t e s  1 a n d  2 ,  a t o t a l  o f  n 2  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m s  h a v e  t o  b e  s o l v e d ;  

w i t h  k s i t e s  a t o t a l  o f  n k  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m s  h a v e  t o  b e  e x a m i n e d .  

T h i s  e x p o n e n t i a l  r e l a t i o n  m a k e s  i t  i n a d v i s a b l e  t o  c a r r y  b r a n c h - a n d -  

b o u n d  b e y o n d  t w o  l e v e l s .  

E x a m i n a t i o n  o f  t h e  t e s t  r u n s  i n d i c a t e d  t h a t  l a r g e  n u m b e r s  o f  b r a n c h -  

a n d - b o u n d  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m s  were b e i n g  s o l v e d  n e a r  t h e  e n d  o f  t h e  

s e a r c h  w i t h  f e w  new v e r t i c e s  f o u n d .  T h e s e  c a s e s ,  i n v o l v i n g  h i g h e r  f i x e d  

c o s t s  a t  S i t e s  1 a n d  2 ,  a l s o  i n v o l v e d  s i t e  c o m b i n a t i o n s  t h a t  c o n t a i n e d  

p r e v i o u s l y  e x a m i n e d  c o m b i n a t i o n s  a s  s u b s e t s .  I t  was  t h e r e f o r e  f o u n d  

d e s i r a b l e  t o  make  t h e  p r o g r a m  a d a p t i v e  a n d  t o  u s e  s e a r c h  r a t h e r  t h a n  

b r a n c h - a n d - b o u n d  n e a r  t h e  end  o f  t h e  p r o c e s s .  T h a t  i s ,  t h e  f o l l o w i n g  

h e u r i s t i c  p r o c e d u r e  was a d o p t e d  f o r  d e c i d i n g  when t o  u s e  b r a n c h - a n d -  

b o u n d :  

( 1 )  C o m p u t e  t h e  f i x e d  c o s t  a s s o c i a t e d  w i t h  S i t e  1 p l u s  
S i t e  2 p l u s  t h e  l o w e s t  c o s t  ( f i r s t  c o l i i n i n  i n  T a b l e  V )  
f o r  a l l  o t h e r  s i t e s .  
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( 2 )  I f  t h i s  c o s t  ( w h i c h  i s  t h e  minimum c o s t  g i v e n  t h e  
c o m b i n a t i o n  o f  r o u t e s  o p e n  f r o m  S i t e s  1 a n d  2 )  i s  
more t h a n  a f i x e d  p e r c e n t a g e  o f  FMAX, d o  n o t  s o l v e  
t he  t r a i i s p o r t a t i o i i  p r o b l e m  b u t  d o  s e a r c h  f o r  a 
b e t , t . e r  s o l i l t , i o i i  w i t h  t l ie  c u r r e i i t  v a l r ~ e  o f  Fh lAY.  

I n  t h e  r e s u l t s  r e p o r t . p d  h e r e ,  b r a r r c h - a n d - h o u n d  c a l c i i l  a t i o n s  wt're d i s -  

c o n t i n u e d  w l i e i i  t l ie  c o s t  c o m p u t e d  i n  S t e p  1 was  g r e a t e r  t h a n  90 p e r c e r i t  

of'  1:kIAX. T h i s  v a l u e ,  c h o s e n  a r b i t , r a r i l y ,  p r o v e d  t o  b e  a good  o n r  i n  

t h a t  when  t r s t e d  on t h e  4 x 6 p r o b l e m s  i t .  r e d u c e d  t ,he  number o i '  t r a n s -  

p o r t a t i o r i  problems a n d  t h e  t o t a l  t i m e .  

Based o n  t h e  r e s u l t s  obtained t h u s  f a r ,  i t  i s  c l e a r  t h a t ,  t .hv  a l g o -  

r i t h m  p r o v i d e s  a c o n i p r r t a t . i o r i a I l y  f r a s i b l ( t  way o f  o b t , a i n i r i g  e x a c t .  s o l i i t i o r i s  

t o  f i x e d - c h a r g e  t r a n s p o r t a t i o n  p i - o b l e n i s  o f  s I I 1 a l  1 s i z e  ( s a y ,  6 8 o r  l e s s ) .  

T h e  a l g o r i t h m  a p p e a r s  b e s t  suited f o r  t , l i n s c  c i i s e s  i n  u h i c h  t h r  1ixc.d 

c h a r g e  i s  d o m i n a n t  a n d  i n  w h i c h  t h e r e  i s  a w i d e  r a n g e  o f  v n l  ties 01' t h e  

f i x e d  c h a r g e s .  F u r t h e r  w o r k  i s  r e q u i r e d  t o  r e d u c e  cornpiit i n g  t imes  t o  

a p o i n t  w h e r e  t h e y  a r e  s u i t a b l e  f o r  l a r g e r  p r o b l e m s .  Some a p p r o a c h e s  

t o  a c h i e v i n g  t h e s e  i m p r o v e m e n t s  a r e  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  V I .  
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V D U A L I T Y  

A .  P r e v i o u s  Work 

l l n t i l  B a l a s  [ 1 7 ]  p r e s e n t e d  h i s  t h e o r y  f o r  d u a l i t y  i n  d i s c r e t r  

p r o g r a m m i n g  i n  m i d - 1 9 6 7 ,  d u a l i t y  t h e o r y  f o r  m i x e d - i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  

h a d  n o t  b e e n  w e l l  d e v e l o p e d .  O n l y  t w o  p r e v i o u s  p a p e r s  O I I  t h i s  s u b j e c t  

were f o u n d  i n  t h e  l i t e r a t u r e ,  o n e  by Gomory  a n d  Baumol  in  1 9 6 0  1181 
a n d  t h e  o t h e r  b y  A l c a l y  a n d  K l e v o r i c k  i n  1 9 6 6  [ 1 9 I .  

B o t h  o f  t h e  p r e v i o u s  p a p e r s  a r e  c o n c e r n e d  w i t h  i n t e r p r e t i n g  d u a l  

p r i c e s  i m p l i e d  b y  t h e  l i n e a r  p r o g r a m  s o l v e d  a t  o p t i m a l i t y  i n  t h e  Gomory  

c u t  m e t h o d  [ e . g . ,  R e f .  9 ,  Ch.  2 6 1 .  T h e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  d u a l  

p r i c e s  i s  b a s e d  on  t h e  d u a l  v a r i a b l e  i n  t h e  f i n a l  a u g m e n t e d  l i n e a r  

p r o g r a m  w h i c h  i s  s o l v e d ,  z . e . ,  t h e  o n e  f r o m  w h i c h  t h e  i n t e g e r  s o l u -  

t i o n  i s  o b t a i n e d .  T h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  a r e  d e e m e d  u n s a t i s f a c t o r y  by 

t h e  a u t h o r s  o f  b o t h  p a p e r s  b e c a u s e  t h e y  a r e  n o t  u n i q u e .  An a l t e r n a t i v e  

v i e w  o f  t h e  c a u s e  o f  t h e  d i f f i c u l t y  i s  m a t h e m a t i c a l .  T h e  u s u a l  l i n e a r -  

p r o g r a m m i n g  i n t e r p r e t a t i o n  o f  d u a l  v a r i a b l e s  r e v o l v e s  a r o u n d  a r g u m e n t s  

a b o u t  t h e  n a t u r e  o f  t h e  s o l u t i o n  a t  t h e  e x t r e m e  p o i n t  o f  t h e  c o n s t r a i n t  

s e t .  S i n c e  t h e  l i n e a r  p r o b l e m  i s  c o n t i n u o u s ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  t a l k  

a b o u t  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  and  h e n c e  r a t e s  o f  c h a n g e  o f  i n d i v i d u a l  v a r -  

i a b l e s .  C o n t i n u i t y  d o e s  n o t  e x i s t  f o r  t h e  i n t e g e r  v a r i a b l e s , r n a k i n g  i t  

u n r e a s o n a b l e  t o  e x p e c t  t h a t  d e r i v a t i v e s  o b t a i n e d  b y  a d d i n g  a r t i f i c i a l  

c o n s t r a i n t s  w i l l  h a v e  m e a n i n g .  

B a l a s ,  b y  a d d r e s s i n g  h i m s e l f  t o  f i n d i n g  a g e n e r a l i z e d  d u a l  o f  

i n t e g e r  p r o g r a m s  d i r e c t l y ,  was a b l e  t o  d e v e l o p  a d u a l i t y  t h e o r y  w h i c h  

h a s  t h e  f o l l o w i n g  d e s i r a b l e  p r o p e r t i e s :  

( 1 )  T h e  d u a l  o f  t h e  d u a l  i s  t h e  p r i m a l .  

( 2 )  C o m p l e m e n t a r y  s l a c k n e s s  c o n d i t i o n s  h o l d .  

( 3 )  I f  a n  o p t i m a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r i m a l  e x i s t s ,  
t h e n  b o t h  a s o l u t i o n  o f  t h e  d u a l  a n d  a 
g l o b a l  s a d d l e  p o i n t  e x i s t .  
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I n  t h i s  S e c t i o n ,  B a l a s '  r e s u l t s  a r e  a p p l i e d  t o  t h e  f i x e d - c h a r g e  

p r o b l e m  t o  f i n d  t h e  d u a l  a n d  e x p l o r e  i t s  s i g n i f i c a n c e .  

B. D e f i n i t i o n  o f  t h e  I h i a l  o f  t h e  F i x e d - C h a r g e  Problerrr  

The p r i m a l  of '  t h e  i i p p ~ r - h o i i n d e d  f i x e d - c h a r g e  p r o t i l e i n  ( P r o b l e m  I 1  I )  

may b e  w r i t t e n  a s : ,  

M a x i m i z e  - f  y - c  x , 

s u b j e c t  t o  - A X  < - b  

- M Y  + I x - < 0 

y = 0 , l  

x >  0 

T h e r e  a r e  n p r i m a l  v a r i a b l e s ,  n l  o f  w h i c h  a r e  i n t e g e r s  a n d  n - n l  

( =  n l )  a r e  c o n t i n u o u s .  T h e  n u m b e r  o f  c o n s t r a i r i t s  I S  m .  

A c c o r d i n g  t o  B a l a s '  t h e o r y ,  t h e  d u a l  i s  t h e n  w r i t t e n  a s :  

s u b j e c t  t o  U 2  ( -,") - v  z ( - fy 
- M  - C  

U 7 Y  _. > o  
1 = 0 , l  

u u n c o n s t r a i n e d  i f  J E N ,  
I 

u > O  i f  j E N -  N ,  I -  

' An a l t e r n a t i v e  f o r m u l a t l o n  w o u l d  I n v o l v e  a d d i n g  t h e  c o n s t r a i n t  y 5- 1 and s p e c i f y l n g  Y L  i n t e g e r .  T h r  
s a m e  c o n c l u s i o n s  a r e  r e a c h e d  i n  e i t h e r  c a s e .  

7 6  
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Here U a n d  V a r e  t h e  d u a l  v e c t o r s  h a v i n g  in a n d  n c o m p o n e n t s ,  r e s p e c t i v e l y  

T h e  v i s  d e c o m p o s e d  i n t o  

w h e r e  v 1  h a s  N ,  c o m p o n e n t s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  y c o m p o n e n t s .  

i n t e g e r  p r o g r a m s  u i s  e q u a l  t o  u 2  s i n c e  i t  t u r n s  o u t  t h a t  u '  h a s  n o  com- 

p o n e n t s .  N o t e  t h a t  t h e  s a m e  y v e c t o r  a p p e a r s  i n  b o t h  t h e  p r i m a l  a n d  

t h e  d u a l .  

F o r  m i x e d -  

F o r  s i m p l i c i t y  i n  w h a t  f o l l o w s ,  U 2  w i l l  b e  d e c o m p o s e d  i n t o  U ,  a n d  

u 2  v e c t o r s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  t w o  s e t s  o f  e q u a t i o n s  i n  t h e  p r i m a l  

p r o b l e m .  T h u s ,  we 

s u b j e c t  t o  

w r i t e  t h e  d u a l  a s  

u , ,  u 2 ,  y ,  v 2  - :, 0 

y = 0 , l  

M u l t i p l y i n g  o u t  r e s u l t s  i n :  

\ l ax  M i n  { -  u , b  
Y U l ' " ?  

s u b j e c t  t o  - u , M  - v 1  

- u , A  + u,I - v 2  

U ] '  u , ,  Y ,  v 2  

YL 

v ' y )  

- f  

- C  

0 

0 , 1  

T h u s  t h e  d u a l  i s  a m a x - m i n  p r o b l e m  t h a t  i n v o l y e s  m a x i m i z i n g  o v e r  t h e  

same f i x e d - c h a r g e  v e c t o r  y t h a t  a p p e a r s  i n  t h e  p r i m a l .  I t  w i l l  b e  

c o n v e n i e n t  i n  w h a t  f o l l o w s  t o  s u b s t i ~ u t e  f o r  2 1 '  f 'rom ( 1  1 t o  o b t a i n :  
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N o t e  t h a t  a t y p i c a l  e q u a t i o n  i n  ( 3 )  h a s  t h e  f o r m  

t h a t  i s ,  t h e  i t h  e q u a t i o n  c o n t a i n s  o n l y  t h e  i t h  c o m p o n e n t s  o f  A ,  u 2 ,  
a n d  C .  

m a t r i x .  

H e r e  A L  i s  t h e  v e c t o r  d e f i n e d  b y  t h e  i t h  c o l u m n  o f  t h e  A 

C .  I n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  D u a l  

By B a l a s '  s a d d l c - p o i n t  t h e o r e m ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  p r i m a l  a n d  d u a l  
T h u s ,  i f  t h e  o p t i m a l  

t h e  v a l u e  o f  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n  o f  
o b j e c t i v e  f u n c t i o n  w i l l  b e  e q u a l  a t  o p t i m a l i t y .  

s o l u t i o n  of t h e  p r i m a l  i s  k n o w n ,  

t h e  d u a l  i s  a l s o  k n o w n .  F u r t h e r m o r e ,  s i n c e  y a p p e a r s  i n  b o t h  t h e  p r i -  

m a l  a n d  t h e  d u a l  a n d  s i n c e  i t  m u s t  h a v e  t h e  s a m e  v a l u e  a t  o p t i m a l i t y ,  

i f  t h e  o p t i m a l  y 
v a l u e s  o f  U 1  a n d  U 2  a t  o p t i m a l i t y  i n  t h e  d u a l  p r o b l e m  c a n  b e  d e t e r m i n e d  

b y  s o l v i n g  a l i n e a r  p r o g r a m .  

i s  known f r o m  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  p r i m a l  p r o b l e m ,  t h e  

U s i n g  s u p e r s c r i p t  b a r s  t o  d e n o t e  v a l u e  a t  o p t i m a l i t y ,  we h a v e  

S i n c e  a p p e a r s  on b o t h  s i d e s ,  we h a v e ,  f u r t h e r m o r e ,  t h a t  t h e  v a r i a b l e  

c o s t  - c  X i s  e q u a l  t o  - u , b  + u,My. T h i s  r e l a t i o n  i s  a l s o  o b t a i n p d  
_ -  _ -  - -  

f r o m  s u b s t i t u t i n g  i n t o  o n e  o f  B a l a s '  t h r e e  c o m p l e m e n t a r y  s l a c k n e s s  

c o n d i t i o n s .  

I n s i g h t  i n t o  t h e  m e a n i n g  a n d  v a l u e  o f  U,  a n d  U, c a n  b e  o b t a i n e d  

b y  a p p l y i n g  B a l a s '  o t h e r  t w o  c o m p l e m e n t a r y  s l a c k n e s s  c o n d i t i o n s :  

u 2 7 2  = 0 
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w h e r e  Z 2  i s  t h e  s l a c k  v e c t o r  i n  t h e  p r i m a l  a n a  i s  give11 by 

D u a l  V e c t o r  

S u b s t i t u t i n g  i2 = (::) i n  E q .  (4) a n d  m u l t i p l y i n g  y i e l d s  

I f  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n  of t h e  p r i m a l  i s  k n o w n ,  c o m p l e m e n t a r y  

s l a c k n e s s  c o n d i t i o n s  ( 5 )  a n d  ( 7 )  c a n  b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  v a l u e s  

o f  t h e  i n d i v i d u a l  c o m p o n e n t s  of iz a n d  i2 ,  
d e p e n d  o n  t h e  v a l u e  o f  x I  a t  o p t i m a l i t y .  A p p l y i n g  E q s .  ( 5 )  a n d  ( 7 )  t o  

t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  a n d  t o  C o n d i t i o n  ( 3 )  a t  o p t i m a l i t y  r e s u l t s  i n  

t h e  f o l l o w i n g  t a b u l a t i o n :  

- 
t h a t i s ,  u p ,  a n d  if. T h e  v a l u e s  

- 
X 

1 

0 

m .  

-CONTRIBUTION OF 
U M- TO OBJECTIVE 

FUNCTION 
CONDITION ( 3 )  
AT OPTIMALITY 

- -  
Y i  ' 2 1  I 

T h e  i m p o r t a n t  r e s u l t  i s  t h a t  a c o m p o n e n t  o f  uz c o n t r i b u t e s  t o  t h e  

v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  o n l y  i f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s i t e  i s  f i l l e d  

t o  c a p a c i t y  ( x l  = m l )  a n d  t h a t  i n  t h i s  c a s e  a p o s i t i v e  t e rm a p p e a r s .  

S i n c e  t h e  m a x - m i n  p r o b l e m  c a l l s  f o r  m i n i m i z a t i o n  o v e r  u 2 ,  ~ ~ ~ r n ,  c a n  b e  

t h o u g h t  o f  a s  a p e n a l t y  c o s t  w h i c h  r e s u l t s  f r o m  h a v i n g  S i t e  L f i l l e d  

t o  c a p a c i t y .  T h a t  i s ,  i f  z21ml > 0 ,  t h e n  i t  w o u l d  b e  e c o n o m i c a l l y  

a d v a n t a g e o u s  t o  p u t  a d d i t i o n a l  s u p p l i e s  a t  S i t e  L were i t  n o t  f o r  t h e  

c a p a c i t y  c o n s t r a i n t .  I f  s e v e r a l  s i t e s  a r e  u s e d  t o  c a p a c i t y ,  t h e  v a l u e s  

o f  L z i m i  c a n  b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  a t  w h i c h  s i t e  i t  i s  m o s t  a d v a n t a g e o u s  

t o  i n c r e a s e  c a p a c i t y .  By c o m p a r i n g  t h e  v a l u e s  o f  G I ,  w i t h  u 2 ,  i t  i s  

p o s s i b l e  t o  d e t e r m i n e  w h e t h e r  a g r e a t e r  m a r g i n a l  r e t u r n  c a n  b e  o b t a i n e d  

f r o m  i n c r e a s i n g  t h e  s t o c k p i l e  a t  a s i t e  n o t  u s e d  t o  c a p a c i t y  o r  f r o m  

- 

- -  
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e x p a n d i n g  c a p a c i t y .  I f  a s i t e  i s  o p e n  b r i t  o n l y  p a r t i a l l y  f i l l e d  

( 0  < x i  < rn) t h e n  t h e  s h a d o w  c o s t  f o r  a d d i t i o n a l  c a p a c i t y  ( u , l )  i s  

z e r o  s i n c e  e x c e s s  c a p a c i t y  i s  a v a i l a b l e .  I f  a s i t e  i s  c l o s e d  ( x ,  = 0 )  
t h e  v a l u e  o f  U2, 
o b t a i n e d  i f  t h e  f i x e d  c h a r g e  d i d  n o t  h a v e  t o  b e  i n c u r r e d .  

i s  a m e a s u r e  o f  t h e  m a r g i n a l  r e t u r n  w h i c h  c o u l d  b e  

A n o t h e r  e c o n o m i c  i n t r r p r e t a t i o n  i n  t e rms  o f  s u b s i d i e s  a n d  p e n a l t i e s ’  

c a n  b e  o b t a i n e d  b y  a p p l y i n g  B a l a s ’  T h e o r e m  6 [ 1 7 ,  p .  2 4 1 .  He s h o w s  t h a t  

i f  (,,i) i s  a n  o p t i m a l  s o l u t i o n  o f  t h e  p r i m a l ,  t h e n  i t  i s  a l s o  a n  o p t i -  

m a l  s o l u t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  l i n e a r  p r o g r a m :  

M a x i m i  z e  ( - f  f s l y  - c x 

w h e r e  

- -1 
i f  Y ,  2 1 1  

- 

m i n  [ O ,  ,t] i f  Y ,  

= 1  

= o  

a n d ,  f rom E q .  ( 3 )  

B a l a s ’  r e s u l t s  s h o w  t h a t  

- - 
( a )  If y ,  = 0 a n d  x ,  = 0 t h e n  s ,  - < o ,  

( b )  If 7, = 1 a n d  0 < x ,  < m , ,  t h e n  S ,  = f ,  , 

( c )  If y ,  = 1 a n d  x 1  = m , ,  t h e n  0 5 s ,  5 f ,  
- 

E. B a l a s ,  p r i v a t e  c o m m u n i c a t i o n  ( O c t o b e r  1967). 
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I n  o t h e r  w o r d s :  

( a )  T h e r e  may b e  a p e n a l t y  ( s  < 0 )  a s s o c i a t e d  w i t h  
1 -  

n o t  o p e n i n g  some  s i t e s .  

( b )  Open s i t e s  n o t  u s e d  t o  c a p a c i t y  m u s t  b e a r  a 
s u b s i d y  e q u a l  t o  t h e  f i x e d  c h a r g e .  

( c )  E v e n  i f  a n  o p e n  s i t e  i s  o p e r a t e d  a t  f u l l  c a p a c i t y  
i t  may h a v e  t o  b e a r  a s u b s i d y ,  b u t  t h i s  s u b s i d y  
w i l l  n o t  e x c e e d  t h e  f i x e d  c h a r g e .  

T h e s e  p e n a l t i e s  a n d  s u b s i d i e s  a r e  t h e  d i r e c t  r e s u l t  o f  t h e  i n t e g r a l i t y  

r e q u i r e m e n t  o n  y .  S i n c e  ( f  + s )  5 0 a n d  y ,  2 0 ,  t h e  t e r m  ( - f  + S l y  

i n  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i n d i c a t e s  t h e  a d d i t i o n a l  c o s t  r e s u l t i n g  f r o m  

t h e  i n a b i l i t y  o f  t h e  y ,  t o  t a k e  o n  f r a c t i o n a l  v a l u e s .  

C o n d i t i o n  ( 6 )  i s  t h e  u s u a l  c o m p l e m e n t a r y  s l a c k n e s s  c o n d i t i o n  o f  

l i n e a r  p r o g r a m m i n g .  T h u s ,  t h e  c o m p o n e n t s  o f  u 1  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  a s  

c o n v e n t i o n a l  s h a d o w  p r i c e s .  

D .  C o n c l u s i o n s  

I n  t h i s  s e c t i o n  w e  h a v e  b r i e f l y  e x a m i n e d  d u a l i t y  t h e o r y  f o r  t h e  

l i n e a r  f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m .  B a l a s ’  t h e o r y  h a s  b e e n  a p p l i e d  t o  f o r -  

m u l a t e  t h e  d u a l  a n d  t o  e x p l o r e  t h e  i m p l i c a t i o n s  o f  c o m p l e m e n t a r y  s l a c k -  

n e s s  c o n d i t i o n s .  T h e  d u a l  p r o b l e m  i s  a m i x e d - i n t e g e r  p r o g r a m  l i k e  t h e  

p r i m a l ,  b u t  i t  d o e s  n o t  h a v e  t h e  p r i m a l ’ s  s i m p l e  s t r u c t u r e .  T h u s ,  n o  

a d v a n t a g e  s e e m s  t o  b e  g a i n e d  by a t t e m p t i n g  t o  s o l v e  t h e  d u a l  r a t h e r  

t h a n  t h e  p r i m a l .  C o n v e r s e l y ,  i f  t h e  d u a l  o f  t h e  f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m  

i s  e n c o u n t e r e d ,  i t  i s  a d v a n t a g e o u s  t o  f o r m u l a t e  t h e  p r i m a l  a n d  s o l v e  i t  

by t h e  m e t h o d s  o f  t h i s  d i s s e r t a t i o n .  
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V I  C O N C L U S I O N S  AND D I R E C T I O N S  FOR FURTHER WORK 

T l i  r t'o I I o w  i 11 g ( ' 0  II ( ' I I I  s i O I I  s a r v  tJ t1  s f!d o I I  t t i  ( >  :I 1 go I '  I t t i n i s  p irc's r I I  I ( >  d 

t r s t s w t i  i c t i  11 ii v e b P r ii p P I '  1' o r ni ( x  ( 1  . a ii d t 11 e c o mpii t n t i o 11 ii I 

g a i n e d  h a s  i n e v i t a b l y  l e d  t o  i d e a s  f o r  i n i p r o v i r i g  t h r  a l g o r i t t i r r s ,  b o t h  

i n t e  rms o f n p p  r o  a c  h a n d  c ornp 11 t a t i o n  a I s t r a t  e g y  . ' I t i  c s (: i mp 1,0  v rmc:  II t s 

a r e  d i s c u s s e d  u r i d e r  " 1 ) i r e c t i o r i s  f o r  F u r t h e r  W o r k ,  " ( P a r t  H ) .  

Tti P (' x p (s I '  i f h  r i  ( '  ( 2  

A .  Conc I u s  i o n s  

T h i s  d i s s e r t a t i o n  t ias  p r e s c n t r d  arid e x p l  orcbd t l ir  c o n c ( ' p t  o t '  dc,(.om- 

p o s i n g  f i x e d - c h a r g e  p r o b l  rms i n t o  a p u r r -  i n t c g ( . r  r n a s t e r  p r o g r a m  a r i d  a 

s e r i e s  o f  l i n e a r  s u b p r o g r a m s .  Ttir o b j e c t i v e s  s o t i g t i t  a r i d  a c \ i i c v r d  w r r e  

a 1 go r i t hrn s f o  r 0 b t a i I I  i rt  g e x  a c t s o I 11 t i o ri  s t, o I '  i x r d  - c !! ;I r g e  p 1'0 t j  1 erris 

w h i c h  t h e  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  l i n v r  u p p r r  bo i i i i d s .  ' P t i ( L  a l g o r 1  t t i m s  

d e v e l o p e d  a r e  p r i m a l  a l g o r i t l i n i s  iri t h a t  t l i e y  p r o v i d ( ,  ( . o r i t i r i i i a I  l y  i m -  

p r o v i n g  f e a s i b l e  s o l i i t i o r i s  i n  t h e i r  s e a r c h  f o r  t h e  opt.irnurn. 

i I I  

Foiir c o m p u t a t J o r i a l  a l g o r i  t h i n s  w e r e  p r e s e i i t , e d :  

( 1 )  The f ' u r i d a m r n t a l  t ' i x c d - r l i a r g e  a l g o r i t h m  s u i I . a t ) l c  f 'or 
l i n r a r  c o n s t r a i r i t s  a n d  r i o n - n e g a t i v e  I i r i e a r  c o s t s  
t'or t h e  c o n t i n u o r i s  v a r i i i h l e s .  A t ' i x r , d  c t i n r g f '  m a y  l i v  

a s s o c i a t e d  w i t h  r a c h  a c t i v i t , y  P n g a g c d  in a t  r ion-  z r r o  
l e v e l .  

( 2 )  A m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  f ' u n d a n i e n t a l  a l g o r i t h r n  t ' o r  r i n r i -  

l i n e a r  v a r i a b l e  c o s t  f u n c t i o r i s .  

( 3 )  An a 1  g o r i  t h i n  f ' o r  s o l v i n g  t h e  f i x e d - c h a r g e  p r o b l r m  i ri  

w h i c h  t h e  c o s t s  a r e  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t s  arid f i x e d  
c h a r g e s  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  s o u r c e  o p ~ n e d .  

(4) An a l g o r i t h m  f o r  s o l v i n g  t h e  f i x e d - c l i a r g e  t . r a n s =  
p o r t a t i o n  p r o b l e m  i n  wl i i ch  a f i x e d  c h a r g e  i s  
a s s o c i a t e d  -xi th e a c h  r o u t e  o p e l r e d .  

C o r n p i i t a t i o n a t  e x p e r i e n c e  i s  r e p o r t e d  f o r  A l g o r i t h m s  ( l ) ,  ( 2 ) ,  a n d  (,I.). 

L i m i t e d  c o m p u t a t i o n a l  e x p e r i e n c e  kiss b e e n  o b t a i r i r d  l o r  the f u r i d a -  

m e n t a l  f i x e d - c h a r g e  a l g o r i t h m  f o r  p r o b l e m s  h a v i n g  rrp t o  30  v a r i a b l e s .  

The  t e s t  p r o b l e m s  w e r e  m o t i v a t e d  b y  t h e  s i t e - s e l e c t i o n  p r o b l e m  i n  w h i c h  

a n u m b e r  o f  s i t e s  a r e  a v a i l a b l e  a t  w h i c h  a c t i v i t i e s  c a n  b e  l o c a t e d  and  
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i t  i s  d e s i r e d  t o  s e l e c t  t h e  l o w e s t - c o s t  s u b s e t  t h a t  m e e t s  minimum p e r -  

f o r m a n c e  r e q u i r e m e n t s .  A l t h o u g h  s a t i s f a c t o r y  r e s u l t s  w e r e  o b t a i n e d  f o r  

a 3 0 - s i t e  p r o b l e m ,  c o m p u t a t i o n  t i m e s  f o r  t h i s  3 0 - s i t e  p r o b l e m  w e r e  

s u f f i c i e n t l y  l a r g e  t o  i n d i c a t e  t h a t  l a r g e r  p r o b l e m s  ( e . g . ,  50 o r  m o r e  

s i t e s )  w o u l d  b e  e x p e n s i v e  t o  run  w i t h  t h e  a l g o r i t h m  a s  d e v e l o p e d .  

The  H i l l i e r  a l g o r i t h m  a s  m o d i f i e d  p r o v e d  t o  b e  q u i t e  s u i t a b l e  f o r  

t h e  d e c o m p o s i t i o n  a p p r o a c h .  By b o u n d i n g  t h e  r e g i o n  t o  b e  e x p l o r e d  a n d  

m a k i n g  e x t e n s i v e  u s e  o f  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  p r o b l e m ,  t h i s  a l g o r i t h m  

r e s u l t s  i n  r e q u i r i n g  v e r y  f e w  l i n e a r  p r o g r a m s  t o  b e  s o l v e d  a s  s u b -  

p r o b l e m s .  H o w e v e r ,  t h e  H i l l i e r  a l g o r i t h m  p r o v e s  t o  b e  o n e  o f  t h e  m a j o r  

l i m i t a t i o n s  on  p r o b l e m  s i z e  t h a t  c a n  b e  h a n d l e d  a t  p r e s e n t  b e c a u s e  i t  
r e q u i r e s  two t i m e - c o n s u m i n g  c o m p u t a t i o n s  i n  s e t t i n g  u p :  ( 1 )  s o l u t i o n  

o f  a s e t  o f  s i m u l t a n e o u s  l i n e a r  e q u a t i o n s  f o r  e s t a b l i s h i n g  w e i g h t s  on  

t h e  e x t r e m e  p o i n t s 1  a n d  ( 2 )  s o l u t i o n s  o f  a l a r g e  n u m b e r  o f  l i n e a r  p r o -  

g r a m s  for e s t a b l i s h i n g  t h e  b o u n d s  i n  G r o u p  3 .  I f  t h e  n u m b e r  o f  v a r i -  

a b l e s  i n  G r o u p  3 i s  s m a l l ,  t h e n  e n u m e r a t i n g  t h e  e x t r e m e  p o i n t s  b e t w e e n  

FMAX a n d  FMIN p r o v i d e s  a way o f  o v e r c o m i n g  t h e  s e c o n d  l i m i t a t i o n .  

E x a m i n a t i o n  o f  t h e  d e t a i l e d  p r i n t o u t  s h o w e d  t h a t ,  f o r  t h e  t h r e e  

a l g o r i t h m s  t e s t e d  c o m p u t a t i o n a l l y ,  i m p r o v e d  s o l u t i o n s  a n d  t h e  o p t i m a l  

s o l u t i o n  a r e  o b t a i n e d  e a r l y  i n  t h e  i t e r a t i o n s  a n d  t h a t  t h e  m a j o r  p o r t i o n  

of  t h e  t i m e  i s  s p e n t  i n  s e a r c h  v e r i f y i n g  o p t i m a l i t y .  For  t h e  n i n e - s i t e  

t e s t  p r o b l e m s ,  t h e  q u a l i t y  o f  t h e  i n i t i a l  f e a s i b l e  s o l u t i o n  d i d  n o t  a p -  

p e a r  t o  h a v e  a n  a p p r e c i a b l e  e f f e c t  on  c o m p u t i n g  t ime f o r  t h e  f u n d a m e n t a l  

a l g o r i t h m .  H o w e v e r ,  p r e l i m i n a r y  e x p e r i m e n t s  w i t h  t h e  f i x e d - c h a r g e  a l g o -  

r i t h m  w i t h  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t s  ( A l g o r i t h m  3 )  i n d i c a t e d  t h a t  g o o d  s t a r t i n g  

s o l u t i o n s  w o u l d  b e  o f  c o n s i d e r a b l e  h e l p  t h e r e .  

T h e  a l g o r i t h m  f o r  t h e  f i x e d - c h a r g e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l c m  

( A l g o r i t h m  4) p r o v i d e d  s a t i s f a c t o r y  r e s u l t s  f o r  p r o b l e m s  o f  s i z e  up t o  

6 X 8. H e r e  t h e  q u a l i t y  o f  t h e  i n i t i a l  s o l u t i o n  a n d  t h e  b o u n d s  seem 

p a r t i c u l a r l y  i m p o r t a n t  s i n c e  the a l g o r i t h m  s e a r c h e s  e x h a u s t i v e l y  b e t w e e n  

FMIN a n d  FMAX b o u n d s .  The  a l g o r i t h m  s e e m s  t o  b e  p a r t i c u l a r l y  s u i t a b l e  

when t h e  f i x e d  c o s t s  a r e  l a r g e  c o m p a r e d  t o  t h e  v a r i a b l e  c o s t s ,  w h e r e a s  

t h e  M u r t y  a l g o r i t h m  s e e m s  t o  be m o r e  s u i t a b l e  f o r  l a r g e  v a r i a b l e  a n d  

s m a l l  f i x e d  c o s t s .  

The c o m p u t e r  c o d e  f o r  t h e  H i l l i e r  a l g  r i  h m  s o l v e s  a s e t  of  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  f o r  e a c h  e x t r e m e  
p o i n t .  As p o i n t e d  o u t  b y  H i l l i e r  i n  ellf t h i s  is n o t  n e c e s s a r y .  A l s o .  t h e  H i l l i e r  r o d e  u s e s  a n  e x -  
i s t i n g  b u t  v e r y  i n e f f i c i e n t  LP p r o g r a m  f o r  o b t a i n i n g  d u a l s .  M a j o r  i m p r o v e m e n t s  i n  t h e  r u n n i n g  t ime 
f o r  t h e  H i l l i e r  a l g o r i t h m  a r e  c e r t a i n l y  p o s s i b l e  a n d  a p p e a r  e a s y  t o  o b t a i n .  
i p a t e d  t h a t  e f f i c i e n t  c o d i n g  w i l l  i n c r e a s e  t h e  number  of v a r i a b l e s  t h a t  c a n  be d e a l t  w i t h  e c o n o m i c a l l y .  

Thus. i t  is t o  b e  a n t i c -  



T h e r e  a r e  v a r i o u s  i i i i l i r u v e n i e n t s  i n  t h e  algori t I ims I i i a t  t r p p ~ ~ t i i ~  t . o  r1 i t ' i . i  t 

f u r t h e r  i n y e s t i g a t  i o n .  T h e s e  ;ire d i s r i i s s e d  h e r e .  t i : F f > t t i c r  n i t  11 s s n i t x  

a 1 t e  r n a  t i ve  a p p r o a c h  e s , 

w i l l  p e r m i t .  more c o i n p 1 e t e  assessment i i f  t h e  m e r i t s  ( i t  t t ! f s  a l g o r i t h m s .  

a n  d v a r i O I I  s c a I I'II 1 a t  i on s i i  r c .- i igpe s t (,d t i I  i: t 
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( i n c l u d i n g  t h o s e  g e n t t i - a i e d  Ly ihc:  i o i i t i ; na l ; r ,  s - r i - b ! e n ) ,  T \ ~ ! ! P ~ P R ~  t h e  

e n u m e r a t i o n  p r o c e d u r e  l o o k s  a t  o n l y  t h e  c o n s t r a i n t s  o n  t h e  i n t e g e r  

p o r t i o n  o f  t h e  p r o b l e m .  T h u s ,  t h e  e n u m e r a t i o n  p r o c e d u r e  d i s r e g a r d s  

much o f  t h e  i n f o r m a t i o n  a v a i l a b l e  f o r  g e n e r a t i n g  e l i g i b l e  0 - 1  s t r i n g s .  

A t r a d e o f f  p o i n t  may e x i s t  w h e r e  t h e  n u m b e r  o f  0 - 1  s t r i n g s  g e n e r a t e d  

b y  t h e  c o u n t i n g  p r o c e d u r e  b e c o m e s  l a r g e  e n o u g h  ( b e c a u s e  o f  t h e  n u m b e r  

o f  G r o u p  3 v a r i a b l e s )  t o  make  i t  m o r e  e f f i c i e n t  t o  u s e  H i 1  l i e r ’ s  G r o u p  3 
p r o c e d u r e .  E x p l o r a t i o n s  o f  t h i s  q u e s t i o n  f o r  t h e  f u n d a m e n t a l  a l g o r i t h m  

s h o u l d  b e  u n d e r t a k e n .  

A s e p a r a t e  a p p r o a c h  i s  t o  i m p r o v e  f u r t h e r  t h e  m e t h o d s  o f  c a l c u -  

l a t i n g  t h e  d u a l  v a r i a b l e s  r e q u i r e d  f o r  i n i t i a l i z a t i o n  o f  G r o u p  3 i n  t h e  

H i l l i e r  a l g o r i t h m .  A t  p r e s e n t ,  o n e  P h a s e  I a n d  two P h a s e  I1  s i m p l e x  

c a l c u l a t i o n s  a r e  p e r f o r m e d  f o r  e a c h  G r o u p  3 v a r i a b l e .  S u c c e s s i v e  p r o b -  

lems b e i n g  s o l v e d  d i f f e r  o n l y  s l i g h t l y  i n  t h a t  a n  a d d i t i o n a l  v a r i a b l e  

i s  h e l d  f i x e d  i n  t h e  c o n s t r a i n t  s e t .  T h i s  s u g g e s t s  t h a t  r a t h e r  t h a n  

s t a r t i n g  f r o m  P h a s e  I e a c h  t i m e ,  t h e  d u a l  s i m p l e x  m e t h o d  c a n  b e  u s e d  

o n c e  t h e  f i r s t  G r o u p  3 v a r i a b l e  c a l c u l a t i o n s  h a v e  b e e n  c o m p l e t e d .  

A n o t h e r  a s p e c t  o f  t h e  H i l l i e r  a l g o r i t h m  w h i c h  d e s e r v e s  f u r t h e r  work  

i s  i m p r o v i n g  t h e  e f f i c i e n c y  o f  t h e  c o m p u t a t i o n s  r e q u i r e d  t o  d e t e r m i n e  

t h e  e x t r e m e  p o i n t s  o f  t h e  n - s i m p l e x  a n d  t h e i r  w e i g h t s .  

For  t h e  f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m  w i t h  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t s  ( A l g o r i t h m  3 ) ,  
o n l y  a n  i n i t i a l  c o m p u t a t i o n a l  s c h e m e  h a s  b e e n  d e v e l o p e d .  Vany d e t a i l s  

s t i l l  w a r r a n t  f u r t h e r  e x p l o r a t i o n .  F o r  e x a m p l e ,  i t  may b e  u s e f u l  t o  

i m p o s e  a s e r i e s  o f  s i m p l e  t e s t s  b e f o r e  s o l v i n g  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  s u b -  

p r o b l e m .  One s u c h  t e s t  w o u l d  d e t e r m i n e  t h e  minimum t r a n s p o r t a t i o n  c o s t  

a s s o c i a t e d  w i t h  a 0 - 1  s t r i n g  i n  t h e  a b s e n c e  o f  s u p p l y  l i m i t a t i o n s .  

S p e c i f i c a l l y ,  t h e  c o s t  o f  s h i p p i n g  t h e  e n t i r e  d e m a n d  o v e r  t h e  c h e a p e s t  

r o u t e  f r o m  a n  o p e n  s i t e  w o u l d  b e  d e t e r m i n e d .  S u c h  a s o l u t i o n ,  t h o u g h  

g e n e r a l l y  n o t  f e a s i b l e ,  d o e s  p r o v i d e  a l o w e r  b o u n d  on  t h e  v a r i a b l e  c o s t  

a n d  c a n  b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  w h e t h e r  i t  i s  w o r t h w h i l e  t o  p l i r s u e  

t h i s  0 - 1  s t r i n g  f u r t h e r .  

An a s p e c t  o f  A l g o r i t h m  4 t h a t  d e s e r v e s  f u r t h e r  e x p l o r a t i o n  i s  t h e  

s t r a t e g y  f o r  c o n s i d e r i n g  e x t r e m e  p o i n t s .  A s  p r e s e n t e d  i n  S e c t i o n  1 1 1 - G ,  
t h e  a l g o r i t h m  s e a r c h e s  among a l l  t h e  e x t r e m e  p o i n t s  b e t u e e n  F11M a n d  

FMIN. I n  s o  d o i n g ,  i t  f o l l o w s  a z i g z a g  p a t h  b e t w e e n  t h e s e  b o u n d s .  An 

a l t e r n a t i v e  s e a r c h  p a t t e r n  i s  t o  p i c k  a n  a r b i t r a r y  F?lAS l o w e r  t h a n  t h e  

i n i t i a l  o n e .  C a l l  i t  F11AX1. I f  a b e t t e r  s o l u t i o n  i s  f o u n d  u s i n g  FVAXl, 
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i t  i s  r e t a i n e d  a n d  t h e  a l g o r i t h m  p r o c e e d s  n o r m a l l y .  I f '  n o  i m p r o v e m e n t  

i s  f o u n d ,  t h e  a l g o r i t h m  i s  r e s t a r t e d  a n d  o n l y  f i x e d - c h a r g e  v a l u e s  b e t w e e n  

F M A X l  a n d  FMAX a r e  e x a m i n e d .  S u c h  a r e s t a r t  c a p a b i l i t y  w o u l d  b e  f a c i l -  

i t a t e d  b y  s t o r i n g  t h e  l o c a t i o n s  i n  t h e  f i x e d - c h a r g e  t a b l e  a t  w h i c h  t h e  

FMAXl b o u n d  was r e a c h e d .  T h e  a d v a n t a g e  o f  t h i s  s c h e m e  i s  t h a t  i f  a 

b e t t e r  s o l u t i o n  i s  f o u n d ,  a l o w e r  v a l u e  o f  FMAX i s  e s t a b l i s h e d  a n d  f e w e r  

e x t r e m e  p o i n t s  n e e d  t o  b e  e x a m i n e d .  N o t h i n g  i s  l o s t  i f  a n  i m p r o v e m e n t  

i s  n o t  f o u n d ,  s i n c e  a l l  f e a s i b l e  e x t r e m e  p o i n t s  w i t h  f i x e d  c h a r g e s  b e l o w  

FMAXl h a v e  t o  b e  e x a m i n e d  a n y w a y .  F u r t h e r m o r e ,  a b e t t e r  b o u n d  has b e r r i  

o b t a i n e d  o n  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n .  

From a c o m p u t a t i o n a l  p o i n t  o f  v i e w ,  s e t t i n g  FhlAXl t o o  l o w  r e s u l t s  

i n  a l o w  p r o b a b i l i t y  o f  f i n d i n g  a b e t , t e r  s o l u t i o n ,  w h e r e a s  s e t t i n g  i t  
t o o  h i g h  r e s u l t s  i n  v e r y  l i t t l e  c o m p u t a t i o n  s a v i n g .  A r e a s o n a b l e  v a l u e  

f o r  FMAXl may b e  t h e  a v e r a g e  o f  FbIAX a n d  FhlIN. 

A c o m p l e m e n t a r y  a p p r o a c h  t o  t h e  u s e  o f  a b o u n d a r y  f o r  r e d u c i n g  FhlAX 

i n  t h e  f i x e d  c h a r g e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m  w o u l d  b e  t o  c o m b i n e  t h e  p r e s e n t .  

a l g o r i t h m  w i t h  t h e  b lu r t ) :  a l g o r i t h m .  B o t h  a l g o r i t h m s  use  a d e c o m p o s i t i o n  

a p p r o a c h ;  t h e  M u r t y  a l g o r i t h m  s e a r c h e s  s y s t e m a t i r a l  l y  a m o n g  t h e  e x t r e m e  

p o i n t s  o f  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  s u b p r o b l e m s  a n d  i t e r a t i v e l y  d e c r e a s e s  t h e  

maximum a l l o w a b l e  v a r i a b l e  c o s t ,  w h e r e a s  A l g o r i  t hm s e a r c h e s  s y s t e m a t , -  

i c a l l y  among  t h e  e x t r e m e  p o i n t s  d e f i n e d  by t h e  f i x e d  c h a r g e s  a n d  i t e r -  

a t i v e l y  d e c r e a s e s  t h e  maximum a l l o w a b l e  f i x e d  c o s t .  

I t  w i l l  b e  r e c a l l e d  t h a t  

FMAX = L o  - c X o  

w h e r e  L o  i s  t h e  i n i t i a l  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  a n d  c X o  i s  t h e  m i n i m u m  

v a r i a b l e  c o s t .  T h e r e  a r e  t w o  w a y s  o f  r e d u c i n g  FMAX: f i n d i n g  a b e t t e r  

( l o w e r - c o s t )  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  or  d e t e r m ' i n i n g  a h i g h e r  b o u n d  o n  t h e  

v a r i a b l e  c o s t .  T h e  l a t t e r  i s  e x a c t l y  w h a t  t h e  h l u r t y  a l g o r i t h m  d o e s .  
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T h u s ,  a c o m b i n e d  a l g o r i t h m  w o u l d  o b t a i n  a n  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  

a s a t  p r e s e n t  a n d  d e t e r m i n e  FMAX. I t  w o u l d  t h e n  u s e  t h e  M u r t y  a l g o r i t h m  

t o  i n c r e a s e  C X o ,  t h e r e b y  r e d u c i n g  FMAX. .4t some  p o i n t ,  t h e  M u r t y  a l g o -  

r i t h m  w o u l d  b e  d i s c o n t i n u e d  ( e i t h e r  b e c a u s e  o f  e x c e s s i v e  b r a n c h i n g  o r  

e x c e s s i v e  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s )  i f  a n  o p t i m a l  s o l u t i o n  h a s  r io t  b e e n  

f o u n d ,  a n d  A l g o r i t h m  4 w o u l d  b e  i n i t i a t e d  w i t h  t h e  b e s t  v a l u e  o f  I:MAX 
f o u n d  t h u s  f a r .  S u c h  a c o m b i n e d  a l g o r i t h m  a p p e a r s  a t t r a c t i v e  a s  a 

m e a n s  f o r  i n c r e a s i n g  t h e  s i z e  o f  t h e  f i x e d - c h a r g e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b -  

lem t h a t  c a n  b e  s o l v e d  e c o n o m i c a l l y .  
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APPENDIX A 

L ITERATURE SURVEY 

The o p e r a t i o n s  r e s e a r c h  l i t e r a t u r e  o n  l o c a t i o n  p r o b l e m s  a n d  f i x e d -  

c h a r g e  p r o b l e m s  was  s u r v e y e d  a s  a n  i n i t i a l  s t e p  i n  p r e p a r i n g  t h i s  d i s -  

s e r t a t i o n .  A l l  b a c k  i s s u e s  o f  t h e  I n t e r n a t i o n a l  A b s t r a c t s  in O p e r a t i o n s  

R e s e a r c h  were c h e c k e d  o u t  a n d ,  w h e r e  p o s s i b l e ,  t h e  r e l e v a n t  p a p e r s  o b -  

t a i n e d .  V a r i o u s  a r t i c l e s  a p p e a r i n g  a s  r e f e r e n c e s  i n  t h e  p a p e r s  c o n s u l t e d  

were a l s o  e x a m i n e d .  I n  a d d i t i o n ,  s e v e r a l  a r t i c l e s  t h a t  h a v e  a p p e a r e d  

w i t h i n  t h e  l a s t  y e a r  h a v e  b e e n  r e v i e w e d ,  

T h e  l i t e r a t u r e  o n  l o c a t i o n  p r o b l e m s  c a n  b e  d i v i d e d  i n t o  t w o  c a t e -  

g o r i e s :  ( I )  p a p e r s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  o p t i m a l  p l a c e m e n t  o f  f a c i l i t i e s  

i n  two  d i m e n s i o n s  w h e r e  t h e r e  a r e  n o  f i x e d  c o s t s ;  a n d  ( 2 )  p a p e r s  c o n c e r n e d  

w i t h  t h e  f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m  d i s c u s s e d  i n  t h i s  d i s s e r t a t i o n .  I n  t h i s  

a p p e n d i x ,  e i g h t  p a p e r s  i n  t h e  s e c o n d  c a t e g o r y  a r e  s u m m a r i z e d .  One o f  

t h e  more r e c e n t  p a p e r s  i n  t h e  f i r s t  c a t e g o r y  i s  t h a t  o f  H i l l i e r  a n d  

C o n n o r s  [ 2 2 ! ,  w h i c h  a l s o  i n c l u d e s  a b i b l i o g r a p h y  o f  p r e v i o u s  w o r k .  

E a c h  o f  t h e  e i g h t  p a p e r s  d i s c u s s e d  i n  t h i s  a p p e n d i x  p r e s e n t s  a n  

a l g o r i t h m  f o r  s o l v i n g  f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m s .  T h e  f i r s t  f o u r  o f  t h e s e  

( K u e h n - H a m b u r g e r ,  M a n n e ,  Fe ld rnan  et a l . ,  a n d  J a n d y )  c o n t a i n  a p p r o x i m a t e  

a l g o r i t h m s  f o r  w a r e h o u s e  l o c a t i o n .  T h e  f i f t h  p a p e r  ( E f r o y m s o n - R a y )  p r e -  

s e n t s  a n  e x a c t  a l g o r i t h m  f o r  w a r e h o u s e  l o c a t i o n  f o r  t h e  c a s e  o f  u n l i m i t e d  

w a r e h o u s e  s i z e .  T h e  f i n a l  t h r e e  p a p e r s  ( L e v y ,  C o o p e r  a n d  D r e b e s ,  a n d  

D w y e r )  p r e s e n t  a p p r o x i m a t e  a l g o r i t h m s  f o r  s p e c i a l  c a s e s :  t h e  l o c k  b o x  

p r o b l e m ,  t h e  l i n e a r  f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m ,  a n d  t h e  f i x e d - c h a r g e  t r a n s p o r -  

t a t i o n  p r o b l e m .  Two m e t h o d s  f o r  o b t a i n i n g  o p t i m a l  s o l u t i o n s  t o  f i x e d -  

c h a r g e  p r o b l e m s  w i t h  u p p e r  b o u n d s  ( t h e  B e n d e r s  p a r t i t i o n i n g  a l g o r i t h m  

a n d  t h e  M u r t y  a l g o r i t h m )  a r e  d e s c r i b e d  i n  A p p e n d i c e s  B a n d  C .  
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' ' A  H e u r i s t i c  P r o g r a m  f o r  L o c a t i n g  W a r e h o u s e s "  

A .  A .  Kuehn a n d  J .  J .  H a m b u r g e r  

M a n a g e m e n t  S c ~ e n c e ,  V o l .  9 ,  No.  4 ( J r l l y  1 9 6 3 1 ,  p p .  6 4 3 - 6 6 7 .  

Kuehn  a n d  I l a m h i i r g e r  r e c o g n i z e  t h a t  t h e  b a s i c  p r o b l e m  01' l o c a t i n g  

w a r e h o u s e s  i n v o l v e s  a t r a d e - o f f  ( m y  p h r a s e ,  n o t  t h e i r s )  b e t w e e n  t h e  m a r -  

g i n a l  c o s t  o f  w a r e h o u s e  o p e r a t i o n  a n d  t h e  i n c r e a s e d  p r o f i t s  r e s u l t i n g  f r o m  

l o w e r  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t s  a n d  m o r e  r a p i d  d e l i v e r y .  T h e  p a p e r  i s  q u i t e  

t h o r o u g h ,  p r e s e n t i n g  t h e  a l g o r i t h m ,  d e t a i l s  o f  a s a m p l e  p r o b l e m ,  a p r o -  

g r a m m i n g  f o r m u l a t i o n  ( b u t  n o t  a s o l u t i o n )  a n d  a d e s c r i p t i o n  o f  p r e v i o u s  

m e t h o d s  i n c l u d i n g  t h o s e  o f  Baumol  a n d  Wol f e ' ,  B a l i n s k i  a n d  Mi 1 Ls', a n d  

S h y c o n  a n d  h l a f f e i " .  T h e  l a s t  i s  a s i m u l a t i o n  a p p r o a c h  

B a s i c  I d e a  

T h e  p r o g r a m  i s  d i v i d e d  i n t o  t w o  p a r t s ,  a m a i n  p r o g r a m  w h i c h  l o c a t e s  

w a r e h o u s e s  o n e  a t  a t i m e  u n t i l  n o  a d d i t i o n a l  w a r e h o u s e s  c a n  be a d d e d  

w i t h o u t  i n c r e a s i n g  c o s t ,  a n d  a b u m p - a n d - s h i f t  r o u t i n e  w h i c h  t r i e s  t o  i m -  

p r o v e  t h e  i n i t i a l  s o l u t i o n  by r e m o v i n g  a n d  b y  i n t e r r h a n g i n g  w a r e h o u s e s .  

K u e h n  a n d  H a m b u r g e r  make u s e  o f  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  h e u r i s t i c s  i n  s e t -  

t i n g  u p  t h e i r  a l g o r i t h m :  

( 1 )  Good l o c a t i o n s  f o r  r e g i o n a l  w a r e h o u s e s  w i l l  b e  a t  o r  
n e a r  c o n c e n t r a t i o n s  o f  d e m a n d .  T h e r e f o r e ,  o n l y  t h e  
l a r g e s t  demand  p o i n t s  n e e d  b e  c o n s i d e r e d  a s  p o t e n t i a l  
w a r  e h  o u s  e 1 oc  a t  i o n  s . 

( 2 )  A s u b - - o p t i m a l  w a r e t i o u s i r i g  s y s t e m  c a n  b e  d e v e l o p e d  b y  
a d d i n g  o n e  w a r e h o u s e  a t  a t i m e .  T h u s ,  a t  e a c h  s t a g e  
o f  t h e  a l g o r i t h m ,  c h o o s e  t h e  w a r e h o u s e  t h a t  o f f e r s  
t h e  b i g g e s t  i m p r o v e m e n t  a n d  t e r m i n a t e  w h e n  n o  i r n p r o v e -  
r n e n t s  c a n  b e  m a d e .  

( 3 )  A t  e a c h  s t a g e  o n l y  a s u b s e t  o f  t h e  p o t e n t i a l  l o r a -  
t i o n s  n e e d  b e  c o n s i d e r e d  f o r  d e t a i l e d  e v a l u a t i o n .  
C h o o s e  a s  m e m b e r s  o f  t h i s  s u b s e t  t h o s e  l o c a t i o n s  
w h i c h  o f f e r  t h e  g r e a t e s t  l o c a l  i m p r o v e m e n t .  4 

W. J .  Baumol a n d  P. W o l f e ,  " W a r e h o u s e  I . o c a t i o n , "  O p e r a t i o n u  R e r e a r c h ,  V o l .  6 ,  No. 2 ,  ( M a r c h -  
A p r i l  19581 ,  p p .  2 3 2 - 2 6 3 .  

M.  L. B a l i n s k i  and H. Mills,  " A  \Varehouse  P r o b l ~ m , " U o t h e m a t i c a ,  P r i n c e t o n ,  N . J . ,  (Apr .11  1 9 6 0 ) .  

' H .  N .  Shyron  a n d  H. B. ? A a f f e i ,  " S i m u l a t i o n - T o o l  f o r  B e t t e r  D i s t r i l u t l o n , "  Harvurd B u s i n e s s  R e v i e w  
(Nov. -Dec .  1 9 6 0 ) .  p p .  6 5 - 7 5 .  

L o c a l  improvemen t  r e f e r s  t o  t h e  d e c r e a s e  i n  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t  i f  a c l t y  1s s e r v e d  by  i t s  own 
w a r e h o u s e  r a t h e r  t h a n  f r o m  a n o t h e r  c i t y .  
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'The b u m p - a n d  s h i f t - r o u t i n e  i s  d e s i g n e d  t o  c h e c k  o n  t h e  s o l u t i o n  d e r i v e d  

i n  t w o  w a y s :  ( a )  a n y  w a r e h o u s e  w h i c h  i s  n o  l o n g e r  e c o n o m i c  b e c a u s e  some  

o f  i t s  c u s t o m e r s  h a v e  b e e n  s h i f t e d  t o  n e w l y  l o c a t e d  w a r e h o u s e s  i s  e l i m i -  

n a t e d  ( b u m p e d )  a n d  i t s  c u s t o m e r s  r e a s s i g n e d ,  a n d  ( b )  a t t e m p t s  a r e  made 

t o  i n t e r c h a n g e  e a c h  r e m a i n i n g  s i t e  w i t h  o t h e r s  i n  t h e  t e r r i t o r y  i t  s e r v e s .  

S a m p l e  C o m p u t a t i o n  

T h e  r e s u l t s  o f  t w e l v e  s a m p l e  p r o b l e m s  b a s e d  on  a l l  t h e  c o m b i n a t i o n s  

o f  t h r e e  f a c t o r y  l o c a t i o n s  and f o u r  l e v e l s  o f  f i x e d  w a r e h o u s e  c o s t s  a r e  

p r e s e n t e d .  F i f t y  d e s t i n a t i o n s ,  2 4  o f  w h i c h  a r e  p o t e n t i a l  w a r e h o u s e  s i t e s  

a r e  c o n s i d e r e d .  A t  a n y  s t a g e ,  o n l y  f i v e  o f  t h e  p o t e n t i a l  w a r e h o u s e s ,  

s e l e c t e d  o n  t h e  b a s i s  o f  maximum l o c a l  d e m a n d ,  a r e  c o n s i d e r e d  f o r  a d d i -  

t i o n  t o  t h e  w a r e h o u s e  n e t w o r k .  T h i s  s e t  o f  d a t a  i s  q u i t e  u s e f u l  a s  a 

m e a n s  o f  c o m p a r i n g  a l t e r n a t i v e  m e t h o d s ,  a n d  h a s  b e e n  u s e d  by  F e l d m a n  e t  a l . ,  

a s  a c o n v e n i e n t  s t a n d a r d  b y  wh ich  t o  j u d g e  t h e i r  a l g o r i t h m .  

K u e h n  a n d  H a m b u r g e r  c l a i m  t h a t  t h e  t i m e  r e q u i r e d  t o  o b t a i n  a s o l u t i o n  

i n c r e a s e s  a s  p r o b l e m  s i z e  i n c r e a s e s  a t  a much s l o w e r  r a t e  t h a n  i t  d o e s  

w i t h  t h e  s i m p l e x  m e t h o d .  

T h e  a u t h o r s  m e n t i o n  b r i e f l y  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  s t a r t i n g  w i t h  a l l  

w a r e h o u s e s  o p e r a t i v e  a n d  r e m o v i n g  t h e m  o n e  a t  a t i m e .  T h e y  f e e l  t h a t  

t h i s  a p p r o a c h  w o u l d  b e  c c m p u t a t i o n a l l y  i n e f f i c i e n t  u n l e s s  m c r e  t h z n  h a l f  

t h e  p o t e n t i a l  w a r e h o u s e s  a r e  r e t a i n e d .  T h u s ,  a t y p i c a l  a p p l i c a t i o n  w o u l d  

b e  t h e  s e l e c t i o n  o f  w a r e h o u s e s  t o  b e  c l o s e d .  

M a t h e m a t i c a l  F o r m u l a t i o n  

F a c t o r y  W a r e h o u s e  G u s t  omer 
g o o d s  h 

D e f i n e  t h e  f o 1 1  ow i n g  q u a n t i  t i e s  : 

J' Amount  o f  g o o d s  

A U n i t  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t  f r o m  f a c t o r y  t o  w a r e h o u s e  

B U n i t  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t  f r o m  w a r e h o u s e  t o  c u s t o m e r  

D ( T )  I m p l i c i t  c o s t  of  a d e l a y  o f  7' u n i t s  i n  d e l i v e r y  

F P l a n n e d  f i x e d  c o s t  o f  o p e r a t i n g  a w a r e h o u s e  p ~ r  
t i m e  p e r i o d  

S S e m i - v a r i a b l e  c o s t  o f  o p e r a t i n g  a w a r e h o u s e  

Q Demand 
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W C a p a c i t y  o f  a i t a r e h o u s e  

Y C a p a c i t y  o f  a f a c t o r y  

Z A 0-1 v a r i a b l e  t h a t  i s  o n e  o n l y  i f  a w a r e h o u s ~  
i s  o p e n  

i , ] , k , h  S u b s c r i p t s  t h a t  d e n o t e  f a c t o r y ,  w a r e h o u s e ,  
c u s t o m e r ,  a n d  t y p e  o f  g o o d s ,  r e s p e c t i v e l y .  

T h e  o b j e c t i v e  i s  t o  m i n i m i z e  

s u b j e c t  t o  t h e  f o l l o w i n g  c o n s t r a i n t s :  

(1) A l l  d e m a n d s  m u s t  b e  s u p p l i e d ,  

' h L l k  = Q , ,  , f o r  a l l  h , k  
l > l  

( 2 )  F a c t o r )  c a p a c i t y  l imi t s ,  

( 3  1 W a r e h o u s e  c a p a c i t y  , 

w h e r e  I i s  a n  a r b i t r a r y  f u n c t i o n  d e s c r i b i n g  t h e  i n v e n t o r . \ .  l e v e l  

B o t e  t h a t  t h i s  f o r m u l a t i o n  i s  q u i t e  g e n e r a l  a r id  t a k e s  i n t o  a r c o u r i t  

u p p e r  b o u n d  l imi t s  on w a r e h o u s e s  a n d  f a c t o r i e s  as  w e l l  as c o s t s  o f  s h i p -  

p i n g  d e l a y s .  T h e  a l g o r i t h n i  a s  d e s c r i b e d  i n  tlrr p a p e r  does n o t  t a k e  L t i p  

l i m i t s  o r  o p p o r t u n i t y  c o s t s  i n t o  a c c o u n t .  

Ra u rn o 1 - \Yo 1 f e So 1 u t i o n  

Kriehn arid H a i n b u r g e r  r e v i p w  t h e  Baurnol-Wol f e  f o r m r i l a t  i o n  v . l i i r t i  i s  

b a s e d  on  s t r i c t l y  c o n c a v e  c o s t  f u n c t i o r i s  w i t h  a I ' i x e d  i n i t i a l  c o s t .  T h e y  

c o n c l u d e  t h a t  t h e  Baun io l -Wol  fr  a l g o r i t t i r n ,  b a s e d  o n  ttir m a r g i n a l  w a r e h o u s e  

c o s t ,  d o e s  n o t  t a k e  f i x e d  c o s t s  i n t o  a c c o u n t  e x p l i c i t l > .  i n  g e r r e r a t i n p  

s o l u t i o n s  a n d  t h a t  t h e  d e g r e e  o f  c o n c a v i t y  h a s  s t r o n g  i n f l u e n c e  on t h r  

s o l u t i o n  o b t a , i n e d .  T h e y  t h e n  s l iow t h a t  a n  i m p r o v e d  (lower-cost 1 s o l u t i o i i  

o f  t h e  B a u r n o l - W o l f e  s a m p l e  p r o b l e m  c a n  b e  o b t a i n e d  e i t h r r  b y  u s i n g  t t ir i  

a l g o r i t h m  o r  by p e r t u r b i n g  t h e  B a u r n o l - W o l f e  a l g o r i t h r n .  
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B a l i n s k l - M l l l s  S o l u t i o n  

B a l i n s k i  a n d  Mills p r e s e n t  a s o l u t i o n  f o r  t h e  s i n g l e - f a c t o r y ,  s i n g l e -  

p r o d u c t  c a s e  w i t h  d e l i v e r y  a n d  s t o r a g e  c o s t s  t r e a t e d  a s  p i e c e w i s e  l i n e a r .  

T h e y  l i n e a r i z e  t h e  p r o b l e m  b y  a s s u m i n g  t h a t  t h e  w a r e h o u s i n g  c o s t  i s  a p p r o x -  

i m a t e d  by t h e  a v e r a g e  u n i t  c o s t  o f  o p e r a t i n g  t h e  w a r e h o u s e  a t  some h i g h  

l e v e l  ( s u c h  a s  c a p a c i t y ) .  T h i s  l e a d s  t o  a n  a p p r o x i m a t e  s o l u t  on  w h i c h  

t h e y  s h o w  t o  b e  a l o w e r  b o u n d  o n  t h e  p r o b l e m .  P u t t i n g  t h e  s o  u t i o n  b a c k  

i n t o  t h e  o r i g i n a l  i n t e g e r  f o r m u l a t i o n  l e a d s  t o  a n  u p p e r  b o u n d  U n f o r t u -  

n a t e l y ,  t h e s e  b o u n d s  a r e  q u i t e  l o o s e .  

S h y c o n - M a f  f e i  S i r n u l a  t i  o n  

S h y c o n  a n d  M a f f e i  a r e  i n  t h e  s i m u l a t i o n  b u s i n e s s  a n d  t h e y  o f f e r  t o  

s i m u l a t e  a n y  p r o p o s e d  w a r e h o u s i n g  s c h e m e .  A c c o r d i n g  t o  K u e h n  a n d  Ham- 

b u r g e r ,  t h e  s i m u l a t i o n  m e t h o d  i s  n o t  r e a l l y  s u i t e d  t o  p a r a m e t e r  v a r i a t i o n ,  

a l t h o u g h  S h y c o n  a n d  M a f f e i  c l a i m  t h a t  i t  c a n  b e  d o n e .  I n  a t w o - p a g e ,  

h e a t e d  r e b u t t a l ,  p r i n t e d  a f t e r  t h e  K u e h n - H a m b u r g e r  a r t i c l e ,  S h y c o n  a n d  

M a f f e i  a r g u e  t h a t  t h e  r e a l  w o r l d  i s  n o t  w e l l  m o d e l e d  by K u e h n  a n d  H a m -  

b u r g e r  b e c a u s e  o f  t h e  s i m p l i s t i c  t r e a t m e n t  o f  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t s  a n d  

o r d e r  p a t t e r n s .  T h e  d i f f e r e n c e s  i n  c u s t o m e r  o r d e r  p a t t e r n s  r e f l e c t  d i f -  

f e r e n c e s  i n  t i m i n g  o f  o r d e r s ,  s i z e  o f  o r d e r s ,  p r o d u c t  m i x e s ,  a n d  s o  o n .  

T r a n s p o r t a t i o n  c o s t s  a r e  a f f e c t e d  b y  t h e  r a t e  s t r u c t u r e s  a n d  by s u c h  

p h e n o m e n a  a s  s i z e  o f  o r d e r ,  g e o g r a p h i c  a r e a ,  minimum c h a r g e s  p e r  s h i p m e n t ,  

a n d  c a r t a g e .  

“ P l a n t  L o c a t i o n  U n d e r  E c o n o m i e s  o f  S c a l e - D e c e n t r a l i z a t i o n  

a n d  C o m p u t a t i o n ”  

A l a n  S. Manne 

M a n a g e m e n t  S c i e n c e ,  V o l .  11, No. 9 ( N o v e m b e r  1 9 6 4 1 ,  p p .  2 1 3 - 2 3 5  

Manne e v a l u a t e s  t h e  s t e e p e s t - a s c e n t ,  o n e - p o i n t - m o v e  a l g o r i t h m  ( w h i c h  

f o r  d i s c r e t e  o p t i -  h e  a b b r e v i a t e s  SAOPMA) p r o p o s e d  by R e i t e r  a n d  S h e r m a n 1  

m i z i n g  p r o b l e m s .  He l i m i t s  h i s  d i s c u s s i o n  t o  t h e  c a s e  o f  a s i n g l e  p r o d -  

d u c t ,  a s i n g l e  d e g r e e  o f  v e r t i c a l  i n t e g r a t i o n ,  a s i n g l e  t i m e  p e r i o d ,  

known d e m a n d s ,  a n d  n o  c a p a c i t y  l i m i t a t i o n s .  Manne c o n c l u d e s  t h a t  t h e  

t e c h n i q u e  w o r k s  w e l l  i n  t h i s  h i g h l y  r e s t r i c t e d  c a s e ,  b u t  h e  w a r n s  t h a t  

i t s  p e r f o r m a n c e  u n d e r  m o r e  r e a l i s t i c  a s s u m p t i o n s  i s  n o t  v o u c h e d  f o r .  

S e e ,  for example, S. Reiter and G. R. Sherman, “ A l l o c a t i n g  Indirisible Resources Affording External 
E c o n o m i e s  or Diseconomies,” Internatlonal E c o n o m ~ c  R e v r e w ,  ( J a n u a r y  1962) .  
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B a s i c  A s s u m p t i o n s  

Manne  m a k e s  t h e  f o l l o w i n g  b a s i c  a s s u m p t i o n s :  

( 1 )  T h e r e  a r e  I p o s s i b l e  s o u r c c ' s  01' s i i p p l y  ( p l a r i t s ) .  

( 2 )  T l i r r c  a r e  .I d i s t i n c t  i i iarket.  p o i n t s  t o  b e  s e r v e d  

( 3 )  T h e  r e q u i  remcrits a t  t l i c  j t . t i  m a r k e t  a r e  

(4) C o s t s  a r e  t h e  s u m  o f  m a n u f a c t u r i n g  c o s t s  p l u s  
s h i p p i n g  c o s t s .  S h i p p i n g  c o s t s  a r e  l i n e a r  i n  
q u a n t i t y  s h i p p e d  b u t  e c o n o m i e s  o f  s c a l e  a r e  
p o s s i b l e  i n  m a n u f a c t u r i n g .  

R ,  ' 

F o r n i u l a t i o i i  a s  a P r o g r a m m i n g  I ' rob lern  

M i n i m i z e  a , y ,  + 2 b l , x L l  , 
1 1 . 1  

s u b j e c t  t o  2 X - 3 - 1 , 2 ,  . . . .  I , 
I ' I  - R I  

y ,  = 0 i m p l i e s  x 0 f o r  a l l  J , 
1 1  

I 
2 
I 

y ,  = 1 i r n p l i e s  x 0 f o r s o m c : j  , 
1 1  

x 0 ; y ,  = O o r 1  , 
1 1  - 

w h e r e  a ,  i s  t h e  f i x e d  c h a r g e  f o r  p l a n t  L i f  t h i s  p l a n t  i s  hil i  I t  arid b 

i s  t h e  u n i t  m a n u f a c t u r i n g  a n d  s h i p p i n g  c o s t  f o r  t h c  p r o d u c t  i f  b u i l t  a t  

p l a n t  L a n d  s h i p p e d  t o  m a r k e t  j .  

1 1  

S o l u t i o n  A p p r o a c h  

T h e  f ' o r rnu laL i  on o f  t h e  p r o b l e m  i s  t h a t  of'  a s t a n d a r d  t r a n s p o r t a t i o n  

p r o b L e m  o n c e  t h e  y ,  a r e  k n o w n .  SAOP\\P, r n a k r s  u s e  n I '  t h i s  b \  s t a r t i n g  a t  

a n  a r b i t r a r y  L a t t i c e  p o i n t  i n  t h e  u n i t  h y p e r c u b e  d e f ' i n e d  ti? t h e  y ,  a n d  

t h e n  s e a r c t i i i i g  f o r  t h e  n e x t  a d j a c e n t  f e a s i b l e  L a t t i  c e  p o i n t  w h i c h  r e s u l t s  

i n  t h e  g r e a t e s t  i m p r o v e m e n t .  T h u s ,  f o r  e x a m p l e ,  i f  th r  \ r c t . o r  ( 0  1 0 0) 
r e p r e s e n t s  t h e  i n i t i a l  s o l i i t i o n  o f  P l a n t  2 o p e n  arid t h r e e  o t h e r  p l a n t s  

c l o s e d ,  SAOI'%1 s e a r c h e s  anlorig t h e  v e c t o r s  ( 1  1 0 O ) ,  (0 1 1 O ) ,  a n d  

( 0  1 0 1 )  t o  f i r i d  w h i c h .  i f '  a n ) ,  c o r i i h i r i a t i o r i  of '  ope t i  p l a n t s  l e a d s  t o  i n i -  

p r o v e m e n t .  I f  none d o ,  t . h e  p r o g r a m  s t o p s .  1 f one  o r  m o r e  d o ,  t l i e  corii- 

b i n a t i o r i  w i t h  t h e  b i g g e s t  irriproL errierlt i Y p i c k e d .  The  s e a r c h  i s  r r ' p e a t e d ,  

s t a r t i n g  e a c h  t i m e  w i t h  t h e  c u r r e n t  v e c t o r ,  u n t i l  n o  niore i n r p r o v e m e t i t s  

c a n  b e  a c h i e v e d .  
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P L - -  I-. - 1 .  
U u l l l p U L c L  I l c a u I L a  

Maiine p r e s e n t s  a s e r i e s  o f  r e s u l t s  f o r  6 - ,  8 - ,  a n d  1 0 - p o i n t -  

s y m m e t r i c a l  c a s e s  w h i c h  a r e  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  s o  t h a t  c o m p l e t e  e n u m e r a -  . 
t i o n  i s  p o s s i b l e  for c o m p a r i s o n  w i t h  SAOPMA r e s u l t s .  Ile c h o s e  p o t e n t i a l  

p l a n t  l o c a t i o n s  b y  p i c k i n g  n u m b e r s  a t  r a n d o m  o n  a u n i t  s q u a r e .  I l c s t i n a -  

t i o n s  were a s s u m e d  t o  b e  i d e n t i c a l  t o  p o t e n t i a l  l o c a t i o n s .  A f u r t h e r  

r a n d o m i z a t i o n  w a s  i n t r o d u c e d  b y  m u l t i p l y i n g  t h e  d i s t a n c e  b y  a r a n d o m  num- 

b e r  b e t w e e n  0 . 9  a n d  1 .1  t o  a c c o u n t  f o r  v a r i a b l e  t r a n s p o r t a t i o n  r a t e s  

b e t w e e n  c e n t e r s  a n d  u s i n g  t h i s  p r o d u c t  a s  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t .  T h r e e  

l e v e l s  o f  f i x e d  c h a r g e  w e r e  t e s t e d .  ’ I l a r k e t  r e q u i r e m e n t s ,  f i x e d  c h a r g e s ,  

a n d  u n i t  m a n u f a c t u r i n g  c o s t s  were a s s u m e d  t o  b e  c o n s t a n t  t h r o u g h o u t .  

F i f t y  m a p s  were c o n s t r u c t e d  f o r  e a c h  o f  t h e  t h r e e  s y m m e t r i c a l  c a s e s .  T h e  

r e s u l t s  s h o w e d  t h a t ,  a s  w a s  t o  b e  e x p e c t e d ,  t h e  l a r g e r  t h e  f i x e d  c h a r g e s  

t h e  fewer  t h e  p l a n t s .  A n a l y s e s  o f  t h e  r e s u l t s  a l s o  s h o w e d  t h a t  t h e  SAOPSIA 

l e d  t o  t o l e r a b l e  e r r o r s  i n  a l m o s t  a l l  c a s e s .  I n  s o m e  1 3 5 0  c a s e s  t e s t e d ,  

o n l y  f o u r  e r r o r s  o f  m o r e  t h a n  1 0  p e r c e n t  were e n c o u n t e r e d .  

Manne  a l s o  g i v e s  some  a s y m m e t r i c a l  r e s u l t s  w h e r e  m a r k e t  r e q u i r e m e n t s ,  

o r  f i x e d  c h a r g e s ,  o r  u n i t  m a n u f a c t u r i n g  c o s t  v a r i e s  f r o m  p l a n t  t o  p l a n t  

a n d  f i n d s  t h a t  f o r  h i s  8 - p o i n t  e x a m p l e s  tie s t i l l  g e t s  r e a s o n a b l e  r e s u l t s .  

T h e  c o m p u t e r  t e s t s  a r e  e n c o u r a g i n g ,  a n d  c l e v e r  f rom a d e s i g n  v i e w -  

p c i n t ,  b u t  a r e  f a r  rcmavcd f rom r e a l  d a t a .  

“ W a r e h o u s e  L o c a t i o n  U n d e r  C o n t i n u o u s  E c o n o m i e s  o f  S c a l e ”  

E .  F e l d m a n ,  F .  A .  L e h r e r ,  a n d  T .  L .  Ray 

M a n a g e m e n t  S c ~ e n c e ,  V o l .  1 2 ,  No. 9 (May 1 9 6 6 ) ,  p p .  670-68 .1 .  

T h i s  i s  o n e  o f  a p a i r  of p a p e r s  f r o m  E s s o  R e s e a r c h  a n d  E n g i n e e r i n g ;  

t h e  o t h e r ,  by E f r o y m s o n  a n d  R a y ,  i s  d e s c r i b e d  l a t e r .  K h e r e a s  E f r o y m s o n  

a n d  Ray t a k e  a n  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  a p p r o a r h  ( w h i c h  w a s  o r i g i n a l l y  d e -  

s i g n e d  t o  t e s t  t h e  r e s u l t s  o f  t h i s  p a p e r ) ,  F e l d m a n  e t  a l .  t a k e  a h e u r i s -  

t i c  a p p r o a c h .  R a t h e r  t h a n  c h a r a c t e r i z i n g  e c o n o m i e s  o f  s c a l e  b! a s i n g l e  

n u m b e r  f o r  “ o p e n i n g ”  a w a r e h o u s e  ( ~ . e . ,  a f i x e d  c o s t ) .  t h e y  a l l o w  t h e  

e c o n o m i e s  o f  s c a l e  t o  a f f e c t  w a r e h o u s i n g  c o s t s  o v e r  t!ie e n t i r e  r a n g e  o f  

w a r e h o u s e  s i z e s .  

95 



M a t h e m a t i c a l  Fo rmi i l a t  i oii  

where  

l l eu r i  s t i c  A r ) a r o a r h  
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Tc L--A , , u A . u A L  1 - 4.L-  b h L G  l l ~ l ~ - l i ~ l e a r  w a r e h o u s i n g  c o s t s ,  t h e  a u t h o r s  s t a r t  b y  

a s s o c i a t i n g  a “ l o c a l  c u s t o m e r  s e t ” w i t h  e a c h  w a r e h o u s e .  T h i s  g i v e s  t h e m  

a n  i n i t i a l  p o i n t  o n  t h e  c o s t  c u r v e  b y  d e f i n i n g  a n  i n i t i a l  t h r o u g h p u t  

v o l u m e  f o r  e a c h  w a r e h o u s e  and  t h e y  t h e n  u s e  t h e  i n c r e m e n t a l  c o s t s  f r o m  

t h i s  p o i n t  i n  t h e i r  i t e r a t i o n s .  I n  t h e  c a s e  o f  t h e  d r o p  r o u t i n e ,  t h e y  

u s e  t h e  a c t u a l  t h r o u g h p u t s  i n  t h e  c u r r e n t  s o l u t i o n .  

C o m p a r i s o n  w i t h  K u e h n - H a m b u r g e r  

T h e  f i r s t  n u m e r i c a l  t e s t s  were  o n  t h e  p r o b l e m s  s o l v e d  i n  t h e  K u e h n -  

H a m b u r g e r  p a p e r .  F e l d m a n  e t  a l .  c l a i m  t h a t  t h e i r  a l g o r i t h m  y i e l d s  s o l u -  

t i o n s  t h a t  h a v e  c o s t s  e q u a l  t o  o r  l o w e r  t h a n  t h o s e  o f  K u e h n - H a m b u r g e r ,  

a l t h o u g h  n o  d r a m a t i c  s a v i n g s  were r e a l i z e d .  

O t h e r  N u m e r i c a l  T e s t s  

A much l a r g e r  p r o b l e m  i n v o l v i n g  f o u r  f a c t o r i e s ,  49 w a r e h o u s e s ,  a n d  

2 0 0  c u s t o m e r  l o c a t i o n s ’  a l s o  was r u n .  Demand a t  e a c h  l o c a t i o n  w a s  a s s u m e d  

t o  b e  p r o p o r t i o n a l  t o  p o p u l a t i o n  a n d  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t s  were  a s s u m e d  

t o  b e  l i n e a r  w i t h  d i s t a n c e .  E a c h  p o t e n t i a l  s i t e  w a s  a l l o w e d  t o  s e r v e  

o n l y  t h e  f i f t e e n  c l o s e s t  c u s t o m e r s  ( a  c r u d e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  p e n -  

a l t y  f o r  u n d u e  d e l a y  i n  s h i p m e n t ) .  T h e  c o n c a v e  f i i n c t i o n s  w e r e  a p p r o x i -  

m a t e d  by l i n e  s e g m e n t s .  T h e  t e s t s  i n v o l v e d  o n l y  c o s t  f u n c t i o n s  c o n s i s t i n g  

o f  t w o  l i n e  s e g m e n t s  o r  o f  a s i r i g i e  s t r a i g h t  i i n e .  

T h e  d r o p  r o u t i n e  w a s  u s e d  a s  a way o f  o b t a i n i n g  a n  i n i t i a l  f e a s i b l e  

s o l u t i o n  f o r  t h e  a d d  r o u t i n e .  S o l u t i o n s  were o b t a i n e d  f o r  b o t h  t y p e s  o f  

c o s t  f u n c t i o n s  b y  b o t h  t h e  d r o p  a n d  a d d  r o u t i n e s .  T h e  a n s w e r s  f r o m  t h e  

t w o  r o u t i n e s  d i f f e r e d  c o n s i d e r a b l y  i n  t h e  n u m b e r  o f  w a r e h o u s e s  s e l e c t e d  

when t h e  t w o - l i n e - s e g m e n t  c o s t  f u n c t i o n  w a s  u s e d .  T h e  d r o p  s o l u t i o n  

y i e l d e d  a n  a n s w e r  i n v o l v i n g  32 w a r e h o u s e s  ( a n d  w a s  3 p e r c e n t  c h e a p e r )  

w h e r e a s  t h e  a d d  s o l u t i o n  r e s u l t e d  i n  o n l y  1; w a r e h o u s e s .  A n  o p t i m a l  

s o l u t i o n  f o u n d  b y  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  r e s u l t e d  i n  a n  a d d i t i o n a l  0 . 5  p e r -  

c e n t  s a v i n g  a n d  34 w a r e h o u s e s .  F e l d m a n  e t  a l .  c o n c l u d e  f r o m  t h e i r  d a t a  

t h a t  r o u t i n e  u s e  o f  t h e  p r o g r a m s  w o u l d  n o t  l e a d  t o  s a t i s f a c t o r )  r e s u l t s ,  

s o  t h a t  t h e  u s e r  m u s t  h a v e  i n s i g h t  f o r  s e l e c t i n g  s t , a r t i r i g  s o l u t i o i i s .  

Locations r e f e r  t o  c i t i e s  i n  t h e  U.S. 
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I n  t h e  l i n e a r  c o s t  c a s e ,  b o t h  t h e  a d d  a n d  d r o p  s o l u t i o n s  l e d  t o  n i n e  

w a r e h o u s e s  w i t h  o n l y  o n e  d i f f e r e n c e  i n  l o c a t i o n .  T h e  t w o  a n s w e r s  d i f f e r e d  

b y  0 . 3  p e r c e n t ,  a n d  t h e  a d d  s o l u t i o n  w a s  s h o w n  t o  b e  o p t , i m a l  b y  t h e  i n t e g e r  

p r o g r a m m i n g  r o u t i n e .  I t  i s  i i i t t > r e s t , i r i g  L O  i ro t c  t l i a ~  a l t h o i i g l i  t l i c  s t r a i g l i t -  

l i n e  c o s t  c u r v e s  w e r r  t ~ l r o s e n  s o  a s  t o  a p p r o x i r i i a t  f s  t.lir t \ v o - s e g i i i r i i t  c o s t  

c i i r k e s ,  t h e y  r e s r i l t r d  i i i  H f a r  d i f f e r r l t t  s e t  0 1 ’  ~ r a r c ~ h o i i s e s  b r i i l g  s e l r c ~ r r l  

arid i n  1 0  p e r c e n t .  h i g h e r  c o s t .  

“ . 4 p p r o x i m a t e  A l g o r i t  l ini  f o r  t l i e  F i x e d  C h a r g r  C a p a c i  t a t e t l  S i t e  

L o c a t i o n  P r o b l e m ”  

Girza J Q r i d y  

T e c h n i c a l  R e p o r t  6 7 - 3 ,  O p e r a t i o n s  R e s e a r c h  I l o u s e ,  S t c l n f ’ o r d  l ’ r t i v e r s i  t )  

S t a n  f o r d  La  1 i f‘o rili a ()\p r i 1 1 0 6 7  ) . 

J i i i i d y  p r c ’ s e i i t s  ari a p p r o x i m a t e  a l g o r i  t l i r i i  1’01. I t i f >  1 i i ~ ~ i i r  I ’ i x i ~ t l - i ~ l i ~ i r ~ g r  

p r o b l e m  w i t h  t r a n s p o r t a t i o n  r o s t  s a n d  w i t h  r i p p e r  t ioiir ids (I’rotileiii \ I  
S e c t i o n  T I - D )  b a s e d  o r 1  i m p u t e d  r i n i t - i r i v ( . s t r n ~ , r i t  C C J S L S .  I I c  s t a r t s  o r i t  t)y 

a s s i g r i i n g  a n  i n i t i a l  v a l r i r  of‘ f j l ’ , V t  t o  c>a(, l i  i r i v e s t r i i i > i i t  ('est. ‘ l ‘ l i i s  i i i i t  i a l  

\slue i s  j u s t  t h e  i r r c r r a s e  i n  u i r i t  v a r i t i l i l c 2  c o s t  i 1‘ t h r l  t ’ i x e c i L ( ~ 1 i a r . g ~  p r o t i -  

lern i s  s o l v e d  a s  a I i r i c t a r  p r o g r a i n  ( s c v  Sf3c.t i o n  1 I T - I : )  

B a s e d  oti t h e  o p t i m a l  L P  s o l u t i o n ,  J h r i d y  rnodi f i c - s  t t i c 1  i r t ip i i t t~d  i n v e s t  - 

nient c o s t s  f o r  p l a r i t s  r i o t  u s e d  t o  c i i p a c i  t ?  ant1  s o 1 v t . s  t / i f .  p r o h 1 r . m  a g a i n  

a s  a l i n e a r  p r o g r a m .  T h i s  p r o c e s s  i s  co r i t .  i r i i i ( .d i i r i t  i 1 i io rtiort2 i r i \  i ~ s t ~ t i t ~ i i t  

c o s t  r n o d i f i c a t i o r i s  ( ‘ a i l  hr. n iade .  i\t, t l i i s  p i i i i t t  t i e  t-Iicc,lis f o r ,  p ~ i I r ~ u I s ~  

i n t e r c h a n g e s  ( b r i n g i n g  i r i  a n  i i i i i ised s i t ?  t o  i . e p I ; i c i ~  o i i ~  i r i  t lie c i i r r c i i t  

s o l u t i o n )  t h a t  c \ o u l d  l e a d  t o  i i i i p i ~ o \ e r n r n t  i r i  t l i c  obi ( . ( , t  i \ t ’  f ’ i ir ict  i o i i .  I t -  

e r a t i o n s  a r e  t e r r n i i i a t ( , d  i i l i t ~ i i  n o  r t iore c o s t  c t i a i i g r s  o r  \ a r i a b l e  i r i t r r t , l i a i i g c s  

c a n  be n iade .  

F o u r  s n i a l l  s a m p l e  p r o b l e r r i s  s o l \ e d  t i )  tiarid a r e  p r v s f ~ r r t  cd 

I 
I 

I 
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T h e  b a s i c  p r o b l e m  c o n s i d e r e d  i s  t h e  s a m e  a s  i n  F e l d n i u r ~ ,  e t  a l .  n a m e l y ,  

s i t e  s e l e c t i o n  f r o m  among a f i n i t e  n u m b e r  of' a l t e r n a t i v e s  w i t h  knowri 

t r a n s p o r t a t i o n  a n d  f i x e d  c o s t s  arid no r e s t r i c t  io r i s  on w a r e l i o u s r  s i z e .  

T h e  b a s i c  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  t e c h n i q u e  i s  b r a r i c h - a r i d - b o u n d  ( s e e ,  f o r  

e x a m p l e ,  [I21 a n d  [ 1 3 I  ) .  E f r o y m s o n  arid Ray  p o i n t  o u t  t h a t  b r a r i c h - a r i d -  

b o u n d  c a n  b e  t r o u b l e s o m e  c o m p u t a t i o n a l l y  b e c a u s e  of'  t h e  l a r g e  n u m b e r  o f  

l i n e a r  p r o g r a m s  t h a t  m u s t  b e  s o l v e d .  T o  o v e r c o m e  t h i s ,  t h e y  I 'orrnulate  

t h e  p r o b l e m  c a r e f u l l y  arid t h e n  i n t r o d u c e  s i m p l i  f i c a t i o r i s  t h a t  make  use 

o f  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  p l a n t  l o c a t i o n  p r o b l e m .  

Formu l a t i  o n  

D e f i n e  t h e  f o l l o w i n g  q u a n t i t i e s :  

N = t h e  s e t  o f  i n d i c e s  o f  t h o s e  p l a n t s  t h a t  c a n  
I 

s u p p l y  c u s t o m e r  j .  

P ,  = t h e  s e t  o f  i n d i c e s  o f  t h o s e  c u s t o m e r s  t h a t  
c a n  b e  s u p p l i e d  f r o m  p l a n t  1 

n ,  = n u m b e r  o f  e l e m e n t s  i n  P ,  

x = t h e  f r a c t i o n  of d e m a n d  D I  s u p p l i e d  frorn L 
1 1  

t , ,  = u n i t  t r a n s p o r t a t i o n  c o s t  f r o m  p l a n t  1 t o  
c u s t o m e r  J 

f ,  2 0 = f i x e d  c o s t  a s s o c i a t e d  w i t h  p l a n t  L . 

T h e  p r o b l e m  t h e n  b e c o m e s  

{ l i n i m i z e  z = 1 c x + Z f l y l  , 
' I  ' I  

s u b j e c t  t o  1 x = 1 ; J = 1 ,  . ,  . n  
i € N  

J 

0 5  2 x , ,  i n ' y ,  ; L = 1 ,  . . .  m 
J C P '  

y ,  = 0 o r  1 ; L = 1 ,  . . .  rn 

T h e  t h r e e  c o n s t r a i n t s  e x p r e s s  t h e  c o n d i t i o n s  t h a t  

( 1 )  T h e  d e m a n d s  o f  a l l  c u s t o m e r s  a r e  f u l l y  s a t i s f i e d .  

( 2 )  A p l a n t  s u p p l i e s  0 c u s t o m e r s  i f  i t  i s  r l o s e d  
( y ,  = 0) o r  a t  most n ,  i f  i t  i s  o p e n .  
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( 3 )  A p l a n t  ( y )  i s  e i t h e r  o p e n  ( y ,  = 1 )  o r  c l o s e d  ( y ,  = 0 ) .  

E f r o y m s o r i  and  R a y  t h e n  a s s e r t  t h a t  i f ,  a t  a n y  s t a g e  o f  b r a n c h - a r i d  b o u n d ,  

K ,  = s e t  o f  i n d i c e s  o f  y ,  f i x e d  a t  0 ,  

K ,  = s e t  of '  i i l d i ( . t , s  of'  y ,  I ' i x e d  a t  1 ,  

K ,  = s e t  o f  i n d i c e s  o f  t h e  r e m a i n i n g  y , ,  

t h e n  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n  o f  t h e  l i n e a r  prograr r i in i r ig  p r o b l e m  i s  
r 

o t tie r w  i sca l! 

gk f 
T h i s  f o r m u l a t i o n  h a s  t h e  a d v a n t a g e  t h a t  i t  i s  q u i t ?  s i m p l e  1.0 e v a l u a t e  

n o d e s  on a c o m p u t e r ,  b u t  h a s  t h e  d i s a d v a n t a g e  t h a t ,  s i r i c e  t h e  n u m b e r  

o f  c u s t o n i e r s  s e r v e d  by a p l a n t  i s  s m a l l  c o r i i p a r e d  t o  t t i f '  p o l , r n t . i a I  

n u m b e r  o f  c u s t o m e r ' s  t h a t  i t  c a n  s e r v e ,  ttie ariioiint o i  f ' i x r d  c o s t  a b -  

s o r b e d  b y  a p l a n t  a t  a n y  i t e r a t i o n  w i l l  b e  s m a l l ,  tierice t t i c :  p i ' o g r a m  

w i l l  run l o n g .  6 ; f royrnson  a n d  R a y  t h e n  t u r n  t o  t t i e  s t , ru( '1 .1ir( '  o f  t h e  

p r o b l e m  t o  m a k e  t h r e e  s i m p l i  f i c a t i o r i s :  

( 1 )  F i n d  t h e  s m a l l e s t  n e t ,  s a v i n g  t h a t  c o u l d  b e  inad?  i 1' 
a n e w  p l a n t  i s  o p e n e d .  If' t h i s  s i n a l  l e s t  s a v i n g  i s  
p o s i t i v e  i t ,  a l a a y s  p a y s  t o  o p e n  t l i i s  p l a n t ,  so opf'ri 
i t .  

( 2 )  If i t  is  c h e a p e s t  t o  s h i p  t o  a g i v c n  c u s t o m e r  f r o m  
a p l a n t  t . h a t  i s  a l r e a d y  o p e n ,  s h i p  t o  h i m  f'roiri 
t h e r e .  

( 3 )  F i n d  t h e  l a r g e s t  n e t  s a v i n g  t h a t  r c ) u I d  b e  made  
f r o m  o p e n i n g  a new p l a i i t .  If '  t t i i s  maxirniim i s  
n e g a t i v e ,  l e a v e  t h i s  p l a n t  s h u t .  
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T h e s e  t h r e e  s i m p l i  f i c a t i o n s  a r e  d i  s c i i s s e d  i n  q u a n t i  t a t  i vc ter ins  i n  t lie aririex 

f o l l o w i n g  t h i s  d i s c u s s i o n .  The i i n p o r t a n t  p o i n t s  a r e  t h a t  t h e s e  a r e  s i m p l e  

p h y s i c a l  p r i n c i p l e s  a n d  t h a t  t h e y  c y c l i c .  T h a t  is. t h t .  s t eps  a r e  f o l l o w e d  

o v e r  a n d  o v e r  i1rit.i 1 n o  i m p r o v e m e n t ,  i s  o b t a i n e d .  ' l ' l i e i i  a r i o t l i e r  i t . e r a t  i o n  

o f  b r a n c h - a n d  b o u n d '  i s  p e r f o r m e d  arid t h e s e  c h e c k s  a r e  I'IIII a g a i n .  

E f r o y m s o n  a n d  R a y  t h e n  t a l k  a b o u t  t l i r e e  e x t c r i s i o r i s  t o  i i i o r c :  corripl i -  

c a t e d  p l a n t  c o s t  s t r u c t u r e s .  T h e s e  a r e  s h o w n  by t h e  f o l l o w i r r g  p l o t s :  

PLANT cosTp fi,l, f;[i{k 
fi { 

TOTAL SHIPPED (TS) TOTAL SHIPPED TOTAL SHIPPED 

( 1 )  (2 1 ( 3 )  
T I - 1 2 0 5 - 3 6  

FIG. A-1 PLANT COST STRUCTURES 

T h e  f i r s t  c a s e  i s  a s i m p l e  i i i o d i f i c a t i o i i  o f  t l i c  t ) : i s i ( ,  c a s e .  \vhrrr  

c i s  r r p l a c e d  b y  c ( t , ,  + , ) D l  where ' I j  i s  t l i p  i i r i i t  p l a n t  c o s t  

f o r  p l a n t  L .  
1 1  { I  

T h e  s e c o n d  c a s e  i n \ o I v e s  n o  f i x e d  c o s t s  b u t  d o e s  h a v e  c o n c a v e  p l a n t  

c o s t s .  F o r  s i m p l i c i t y - .  ( o n s i d e r  t n o  l i n e a r  s e g m e r i t s .  '1'0 s o l v e  t t ie  p r . o h -  

l e m ,  c o n s i d e r  t w o  p l a n t s  o n e  s m a l l  i t i t h  l i n e a r  c o s t  ( I , ,  a n d  t h e  o t h e r  

l a r g e  w i t h  l i n e a r  c o s t  ti: a n d  f ' i x e d  ros t  1 , .  T \ i e  p r , o I i l v i i i  t t i e r i  r c ' d i i c . e L s  

t o  o n e  w i t h  r e s t r i c t e d  e n t i ' ) '  namel! .  i f  t l i e  s i n a l l  p l a n t  i s  i r i  t h e  

s o l u t i o n ,  t h e  l a r g e  o n r  1 3  n o t ,  a n d  c o n \ e r s e l \  1 t i ( i i \ e \ ~ r .  t t i e  p l a n t  c a n  

b e  c l o s e d  ( n e i t h e r  segment i n  t h e  s n 1 1 1 t i o i r ) .  TIie t l i i r . ( l  ( c a s e  is  a ( ' o m -  

b i n a t i o n  o f  t h e  f i r s t  t i \ ( ) .  

l - : f r o y m s o n  a n d  R a y  c . o i i ( ~ 1 i i d e  h \  d i q ( , i i s s i i i g  ro i r i i ) i i t a t  i o i i a l  a s p P ( . t s .  

The! i n d i c a t e  t h a t  the! s o l \ e d  a 5 0 - p l a r i t .  L ' O O - ( ~ i ~ s t o i r i e r .  p r o b l e n r  i n  

1 0  m i n u t e s  on  a n  IBM 7094 ron ip r i t e r  f o r  r o s t  s t r i l r t i l r e s  ( a )  arid ( b )  i r i  

F i g l i r e  A-1.  T h e \  a l s o  p o i n t  out t h a t  i t '  a " g o o d "  f e a s i b l e  s o l u t i o r i  i s  
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k n o w n ,  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e  c a n  be  u s e d  a s  a n  i n i t i a l  b o u n d . .  

F u r t h e r m o r e ,  t h e y  r e c o m m e n d  t e r m i n a t i n g  i f  a n  a l l - i n t e g e r  n o d e  i s  

f o u n d  t h a t  i s  w i t h i n  a p r e s e t  t o f '  a l l  smallpr n o n - i n t e g e r  n o d e s .  

~ 

T h e  Ef roymsor i - t i ny  a l g o r i t h n i  i s  a p p l i c a b l e  o r i l y  L O  t h e  c a s c ~  i n  w l r i c . t i  

t h e r e  a r e  no u p p e r  b o u n d s  on  w a r e h o u s e  s i z e .  T h e  c e n t r a l  e l e m e n t  i n  t h r s  

a l g o r i t h m  is t h e  f a c t  t l i a t ,  i n  t l r p  a b s e n ( . e  o f  u p p e r  h o i i r ~ d s ,  x 1 1  = 0 o r  1 ,  

t h a t  i s ,  a p l a n t  s u p p l i e s  e i t h e r  a l l  o r  n o n e  of' t h e  r e q u i r c m e n t , ~  0 1  a 

p a r t i c u l a r  c u s t o m e r .  T h i s  a l l - o r - n o n p  r e l a t i o i l  l e a d s  t o  t h e  t . h r e e  sirn.- 

p l i f i c a t i o n s  d e s c r i b e d  a n d  m a k e s  i t  p o s s i b l e  t o  s o l v e  t h e  l i n e a r  p r o g r a m s  

b y  a p p l y i n g  a t e s t  r a t h e r  t h a n  t h e  s i m p l e x  m e t h o d .  S o  w a y  h a s  b e e n  f o u n d  

o f  a d a p t i n g  t h e  a l g o r i t h m  t o  t h e  u p p e r - b o u n d e d  c a s e . '  

A n n e x :  M a t h e m a t i c a l  F o r m i i l a t i o r i  o f  S i n r p l i  I ' i ( - a t  i o n s  t jy  

E f r o v m s o n  a n d  R a y  

1. F i n d i n g  t h e  n r i n i m u m  n e t  g a i n  f ' r o n r  o p e n i n g  a n e \ \  w a r c h o i r s t , .  

L e t  

= minimum [ m a x ( c  - c 0 1 1  for 
' I  k l  1 1 '  

k c K 1 U K 2  

i E K , ,  1 # k ,  j E P I ,  k E .VI 

w h e r e  

A i s  t h e  s r n a l l r s t  g a i n  t h : r t  c:iri br, o b t a i r r ( % t i  i n  s l i i p p i r i g  
I J  

f rom L t o  j .  

The c o n d i t i o n s  on  L arid j i m p l y  t h a t  t.he p a t h s  i j  a n d  k j  r r i i i s t  l )e 

l e a s i  b l r  arid t .ho t  o n l y  t h o s e  p l a n t s  a r r  c o n s i d c r e d  i ~ l i i r l i  : I I ' ( .  o p ( ~ i i  o r  c o i i I ( 1  

b e  o p e n e d .  11 i s  g r e a t e r  t h a n  0 on1 y i f p l a n t .  1 i s  t h e  c h r n p c s t  s r ) i i r c ~  

f o r  c r i s torner  J . 
L J  

A p l a n t  s h o u l d  bc o p e n e d  i f '  

T h i s  c o n d i t i o n  s t a t e s  t h a t  i I' t.he S I I I J I  o f  t t l e  slr1aI I e s i  rlet g a i n s  l'roiir 

o p e n i n g  p l a n t  i e x c e e d s  t h e  f ' i x e d  c o s t  o f  t h e  ~ ) l a r l t ,  f [ ,  it. s l i o i i l d  be 

o p e n e d  s i n c e  a p r o f i t  i s  g u a r a n t e e d .  

P r i D a t e  c o n v e r s a t i o n  w i t h  !l. E f r o y m s o n ,  J a n u a r y  196; 

102 

4 

I 
I 
I 
I 
I 
I 



\ 

I 
1 
I 
1 
I 
I 
I 
a 

2 .  R e d u c i n g  t h e  V a l u e  o f  n ,  

T h e  n u m b e r  o f  c u s t o m e r s  t h a t  c a n  b e  s u p p l i e d  f r o m  p l a n t  i i s n l .  

S i n c e ,  i n  s o l v i n g  t h e  s u c c e s s i v e  l i n e a r  p r o g r a m s  i n  t h e  b r a n c h - a n d -  

b o u n d  t e c h n i q u e ,  t h e  o p t i m a l  v a l u e  o f  y ,  i s  d i v i d e d  by n , ,  t h e  p r o c e s s  

c o n v e r g e s  s l o w l y .  O n e  way of  s p e e d i n g  i t  u p  i s  t o  r e d u c e  t h i s  d i v i s o r .  

C e r t a i n l y ,  i f  we c a n  f i n d  a p l a n t  t h a t  i s  a l r e a d y  o p e n  ( k )  w h i c h  

p r o v i d e s  c h e a p e r  s h i p p i n g  c o s t s  t h a n  a p l a n t  w e  a r e  c o n s i d e r i n g  o p e n i n g  

( i )  w e  w i l l  w a n t  t o  s h i p  f r o m  t h e  o p e n  p l a n t .  M a t h e m a t i c a l l y  i f  

h o l d s ,  e l i m i n a t e  t h e  c term f r o m  f u r t h e r  c o n s i d e r a t i o n  a n d  r e d u c e  

n ,  b y  1. N o t e  t h a t  i f  t h i s  i n e q u a l i t y  h o l d s  f o r  a l l  c u s t o m e r s  t h a t  

p l a n t  i c a n  s e r v e ,  i t  e l i m i n a t e s  t h a t  p l a n t  f r o m  f u r t h e r  c o n s i d e r a t i o n  

a n d  s e t s  y ,  = 0 .  

L I  

3 .  F i n d i n g  t h e  Maximum G a i n  f r o m  O p e n i n g  a P l a n t  

D e f i n e  a s  i n  S i m p l i f i c a t i o n  1 ,  b u t  c o n s i d e r  o n l y  c o m p a r i s o n s  
‘ I  

o f  a new p l a n t  w i t h  a n  e x i s t i n g  ( o p e n )  p l a n t  ( t h a t  i s ,  

If  

k E k ,  u N I ) .  

t h e n  i t  i s  c h e a p e r  t o  u s e  t h e  e x i s t i n g  w a r e h o u s e s  t h a n  t o  o p e n  t h e  new 

o n e  b e c a u s e ,  e v e n  w i t h  t h e  l a r g e s t  s a v i n g s ,  t h e  f i x e d  c o s t  c a n n o t  b e  

r e c o v e r e d .  I f  t h e  c o n d i t i o n  i s  s a t i s f i e d ,  t h e n  y ,  i s  s e t  t o  0 a n d  t h i s  

p l a n t  n e e d  n o t  b e  c o n s i d e r e d  f u r t h e r .  

“ A n  A p p l i c a t i o n  o f  H e u r i s t i c  P r o b l e m  S o l v i n g  t o  A c c o u n t s  R e c e i v a b l e  

M a n a g e m e n t  ” 

F e r d i n a n d  L e v y  

Managemen t  S c i e n c e ,  Vol .  1 2 ,  No. 6 ( F e b r u a r y  1 9 6 6 ) ,  p p .  2 4 5 - 2 5 4 .  

L e v y  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  l o c k  b o x  p r o b l e m  d e s c r i b e d  i n  

S e c t i o n  I - C .  
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A I  g o r  i t l r n i  

S t e p  I .  

S t r p  2 .  

S t  rp 3 .  

S t r p  4. 

S t e p  5 .  

C o i n p r ~ t e  t h e  c o s t  a s s o c i a t , e d  \ v i  t t i  r a c h  ctir.r.k i 1 
i t  i s  s e n t  t o  tlir j t l i  c i 1 . y :  

L I  = Y c I  t F I  

Open R l o c k  b o x  p e r m a n e r i t l y  i n  t t i c t t  ( '  

w l i i c h  1, i s  a n i i n i n i i i m .  

I x a r n i r i e  Y f 'o r  c a c h  c:tre(.k. I f '  i t  i s  
t o  s e n d  t h e  c h e c k  t o  t .hr  c i t y  , ; l i s t .  S P  

I 

1 1  
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L &  Ari A p p r o x i m a t e  h o l i i t i o n  Zlettiod t o r  t h e  FI  x r d  ( h c f r g r  P r o h l r n i "  

I , .  Cooper  arid C. 1)rebe.s 

N a i j a l  H e s e a r c h  L o g ~ s t ~ c s  Q u a r t e r l y ,  V o l .  I d ,  ivo. I ( \ l a r c h  1 9 6 7 )  

p p .  1 0 1 - 1 4 .  

T h i s  r e c e n t  p a p e r  p re se r i1 . s  t w o  t i e i i r i s t i r  rnet.hods f o r  s o l \  i r ig  th(, 

l i n e a r  f i x e d - c t i a r g e  p r o b l e m  w i t h  a i ' i x e d  c h a r g e  a s s o c i a t e d  w i t h  r a c t i  

v a r i a b l e .  The  f ' i indament ,a l  i d c a  is t o  s t a r t  w i t t i  ttir s i m p l e x  s o l u t i o n  

a n d  t h e n  b r i r i g  a d , j a c e n t .  e x t r e m e  p o i n t s  i r i t o  t h e  basis one  a t  ;I tiirir, 

w h e r e  t h e  e x t r e m e  p o i n t s  a r e  s r I e r t , r d  on t h r  b a s i s  o f  t t i t : i i .  l i x c d  

c o s t s .  C o n i p u t a t i o r i a 1  r r s u l  t s  a r e  p r r s c r i t . e d  I'or p r o h l c a m s  h a v i n g  c o n -  

s t r a i n t  m a t r i c e s ,  A ,  r i p  t o  15 X 3 0 .  ! \ \ r e r a g e  r o m p u t i n g  t i m e s  r e p o r t e d  

on  t h e  IBM 7 0 7 2  were  2 0  s e c o n d s  f o r  S 1 0  p r o b l e m s ,  1 . 4  m i n u t e s  1'or 

7 x 1.5, a n d  I S  r n i n u t e s  l o r  t h e  1 5  30 p r o t ) I c i i i s .  ( :o rnp: i r i son  w i t h  t h r  
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r x n c t .  s o l i i t i o r i  o b t ; i i r i e d  b y  c o m p l ( , t e  e r iu i i ie i~a t . io i i  o i '  c x (  rrrnc. p o i r i t  s 

,slio\vcd t h r  a l & ( J P i t I i r i i s  t o  g i v e  a n s w e r s  w i t h i r i  5 p e r c e n t  or  less f'or t h e  

t w o  s m a l l e r  p r o h l e r i i s  a n d  w i t l i i r i  I O  perccLrit !'or t l i r  I a r g f ' s t  p r o h l r n i s .  
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APPENDIX B 

THE BENDERS PART I T I  ON I NG ALGOR I THM 
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A P P E N D I X  R 

THE BENDERS P A R T I T I O N I N G  ALGORITHM 

The  a1gor.i  thin p r e s e n t e d  i n  t h i s  t l i r s i s  i n i i k r ~ s  h e a v y  1 1 s ~  o f  p a r t i  t . i o n -  

i n g  t h e  c o n s t r a i n t  s e t  i n t o  i n t e g e r  a i i d  n o n -  i r i t e g e r  v a ~ ~ i a b l r s .  Iri t h i s  

r e s p e c t  i t  i s  s i m i l a r  t o  t h e  a p p r o a c h  u s e d  b y  13erider.s 

s u m m a r i z e s  t h e  B e n d e r s  a p p r o a c h  a n d  c o m p a r e s  i t  w i t h  t h e  present w o r k .  

T h e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  a l g o r i t , h m  ( a n d  t h e  n o t a t i o n  u s e d )  follous t h a t  

g i v e n  b y  B a l i n s k i  i n  h i s  summary  a r t i c l e  o n  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  c 2 0 1 .  

‘81 .  ‘ f h s  : \ p p v ~ i d i x  

C o n s i d e r  t h e  m i x e d  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  p r o b l  em: 

G i v e n  t h e  v e c t o r  Y, t h c  m i n i m i z a t i o n  o v e r  X i s  a l i i i f s a r  p r o p r a r n .  T h i s  

l i n e a r  p r o g r a m  c a n  l i p  r e p l a c r d  by i t s  d u a l ,  
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w i i i c h  i s  C n n s i r j e r  t h e  r n R t : t x  p e l y h e d r - 1  set, s - J r r ' r r h  I U I W A ]  -:. c,  , U , r  , A I  V I ,  

i n d e p e n d e n t  o f  Y .  I f  t h e  s e t  i s  e m p t y ,  n o  s o l u t i o n  t o  t h e  o r i g i n a l  

p r o b l e m  e x i s t s  ( F a r k a s '  T h e o r e m ) ,  O t h e r w i s e ,  t h e  maximum v a l u e  o f  

U ( S  - A , Y )  a t t a i n s  i t s  o p t i m u m  a t  a n  e x t r e m e  p o i n t  o f  S o r  g r o w s  w i t h o u t  

b o u n d  a l o n g  a n  e x t r e m e  r a y  o f  S. B u t  b o t h  t h e  e x t r e m e  p o i n t s  ( v e r t i c e s )  

a n d  e x t r e m e  r a y s  o f  S a r e  f i n i t e  i n  n u m b e r  a n d ,  h e n c e ,  c a n  b e  e n u n i r ~ r a t ~ d .  

L e t  

L = { u ' I u '  = e x t r e m e  p o i n t  o f  SI , 

K = { U k ( U A l  2 0 , U 1 O >  = s e t  o f  e x t r e m e  r a y s  o f  S . 

I f  f o r  some  Y t h e r e  e x i s t s  a U k ,  k E K ,  s u c h  t h a t  U k ( B  - A , Y )  0 .  t h e n  

t h e  m a x i m i z a t i o n  i n  E q .  ( B - 3 )  l e a d s  t o  a v a l u e  o f  +a, w h i c h  i m p l i e s  t h a t  

t h e r e  i s  n o  s o l u t i o n  t o  t h e  m i n i m i z a t i o n  o v e r  X. H e n c e ,  a n e c e s s a r y  a n d  

s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  o n  Y t o  a d m i t  a f e a s i b l e  X i s  t h a t  

U k ( B  - A , Y )  5 0 f o r  a l l  k F K  . ( B - 4 )  

We c a n  u s e  E q .  ( B - 4 )  t o  r e w r i t e  E q .  ( B - 3 )  a s :  

T h u s ,  t h e  p a r t i t i o n i n g  t r a n s f o r m s  t h e  m i x e d - i n t e g e r  p r o g r a m  i n t o  an  a l l -  

i n t e g e r  p r o g r a m  i n  v a r i a b l e s  Y c o n t a i n i n g  p o t , e n t i a l l y  v a s t  n u m b c r s  o f  

l i n e a r  c o n s t r a i n t s  o n  y o  a n d  Y .  A s  i n  d e c o m p o s i t i o n  f o r  l i n e a r  p r o g r a m -  

m i n g ,  t h e  h o p e  i s  t h a t  o n l y  a s m a l l  s u b s e t  o f  t h e s e  c o n s t r a i n t s  n e e d  t o  

b e  e n u m e r a t e d .  

C o m p u t a t i o n a l l y ,  o n e  i t e r a t i o n  o f  t h e  E e n d e r s  a l g o r i  thm p r o r c e d s  a s  

f o l l o w s :  

S t e p  1 .  G i v e n  a f i n i t e  s u b s e t  o f  U ' ,  J Q ,  w h e r e  Q -~ A' u L ,  
s o l v e  t h e  a l l - i n t e g e r  p r o g r a m  d e f i n r d  b y  E q .  ( H - 5 )  
o v e r  t h e  s e t  o f  c o n s t r a i n t s  a s s o c i a t e d  ~ + i t h  I l l .  f o r  
j e Q .  

S t e p  2 .  I f  n o  f e a s i b l e  s o l u t i o n  e x i s t s ,  t h e n  E q .  ( 1 3 - 1 )  h a s  
n o  f e a s i b l e  s o l u t i o n  e i t h e r .  T e r m i n a t e  

109  



Step  3 .  L e t  y i ,  ,Y b e  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n  o b t a i n e d  ( o r  y*, 
s m a l l ,  Y f e a s i b l e  i f  y o  i s  u n b o u n d e d  b e l o w )  f o r  
E q .  ( B - 5 ) .  D e t e r m i n e  w h e t h e r  o r  n o t  t h i s  s o l u t i o n  
i s  o p t i m a l  f o r  E q .  ( B - 1 )  b y  s o l v i n g  t h e  l i n e a r  
p r o g r arn : 

niin { C , X J A , X  2 H - A , Y * , X  2 O >  
X 

* *  
Let  X , U b e  t h e  o p t i m a l  s o l u t i o n s  o f  t h e  p r i m a l  
a n d  d u a l  l i n e a r  p r o g r a m s ,  r e s p e c t i v e l y ,  a n d  l e t  
f ( Y * )  b e  t h e  v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n .  

S t e p  4 .  I f  f(Y*) = +a, t h e n  t h e  c u r r e n t  Y* d o e s  n o t  a d m i t ,  
a f e a s i b l e  X a n d  a new U k ,  k c K ,  h a s  b e e n  f o u n d  
f r o m  t h e  d u a l .  I f  f(Y*) = -'Y, t h e n  2 0  f e a s i b l e  
s o l u t i o n  e x i s t s .  T e r m i n a t e .  I f  f(Y ) i s  f i n i t e ,  
t h e n  e i t h e r  t h e  s o l u t i o n  i s  o p t i m a l  o r  a n  a d d i -  
t i o n a l  e : emzn t  o f  Q h a s  b e e n  f o u n d .  
c a s e ,  ( X  , Y  i s  a f e a s i b l e  s o l u t i o n  o f  E q .  ( 1 3 - 1 )  
I f  i n  a d d i t i o n ,  

I n  e i t h e r  

y o  * - > C,Y* + f (  Y*) = C 2 Y *  + C , Y *  

t h e n  ( X t Y * )  i s  o p t i m a l .  T e r m i n a t e .  

I f  E q .  ( B - 6 )  i s  n o t  s a t i s f i e d ,  t h e n ,  o n e  o r  more 
o f  t h e  l i n e a r  z o n s t r a i n t s  o f  E q  ( B - 5 )  i s  n o t  
s a t i s f i e d  b y  y o ,  Y * .  T h e  m o s t  " v i o l  a t c d "  o n e  
c o r r e s p o n d s  t o  U * .  H e n c e ,  U i s  a d J o i n e d  t o  t h e  
s e t  Q a n d  t h e  p r o c e s s  r e p e a t s ,  s t a r t i n g  f r o m  
S t e p  1 .  

T h e  a l g o r i t h m  h a s  t , h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s :  

a I t  m u s t  t e r m i n a t e  i n  a f i n i t e  n u m b e r  o f  s t e p s  

A t  e a c h  s e t  a n  u p p e r  a n d  a l o w e r  b o u n d  o n  y o  i s  
o b t a i n e d .  ( H o w e v e r ,  t h e  u p p e r  b o u n d  may b e  i n -  
f i n i t e  i f  f ( ~ * )  i s  i n f i n i t e . )  

( X * ,  Y * )  

I f  t h e  s e t  S i s  b o u n d e d .  t h e n  f . ( Y * )  i s  a l w a y s  
f i n i t e  a n d  e a c h  i t e r a t i o n  y i e l d s  a f e a s i b l e  p a i r  

0 T h e  p a r t i t i o n i n g  p r e s e r v e s  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  
m a t r i x  A , .  T h u s ,  i f  a s p e c i a l  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  
t e c h n i q u e  ( s u c h  a s  t h e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m .  
u p p e r  b o u n d e d  v a r i a b l e s ,  o r  n e t w o r k  f l o w )  i s  a p p l i  
c a b l e  t o  A ,  i t  c a n  b e  u s e d .  
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I 
1 
I 
8 
I 
I 

. 
. 

(1)  T h e  B e n d e r s  a l g o r i t h m  r e q u i r e s  t h e  s o l u t i o n  o f  a s e r i p s  
o f  i n t e g e r  p r o g r a m s  w h e r e a s  t h e  p r e s e n t  a l g o r i t h m  
i n v o l v e s  o n l y  o n e  i n t e g e r  p r o g r a m .  

( 2 )  T h e  B e n d e r s  a l g o r i t h m ,  b e i n g  a g e n e r a l  a l g o r i t h m ,  d o e s  
n o t  m a k e  u s e  o f  t h e  s p e c i f i c  s t r u c t u r e  o f  t h e  p r o b l e m ,  
w h e r e a s  t h e  p r e s e n t  a l g o r i t h m  m a k e s  e x p l i c i t  u s e  o f  
p r o b l e m  s t r u c t u r e ,  p a r t i c u l a r l y  t h e  re1 a t i o r i s  o f  t h e  
i n t e g e r  a n d  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s .  

Some c o m p u t a t i o n a l  e x p e r i e n c e  w i t h  t h e  H e r i d e r s  a l g o r i  t t i m  h a s  b e e n  

o b t a i n e d  f o r  f i x e d  c h a r g e  p r o b l e m s  by B r u c e  13. B u z b y  o f  I :n io r i  C a r b i d e  

o n  w h a t  h e  c a l l s  “ n o n - l i n e a r  d i s t r i b u t i o n ”  p r o b l e m s . ’  

b e e n  c o n c e r n e d  p r i m a r i l y  w i t h  a d d i n g  f a c i l i t i e s  t o  e x i s t i r i g  n e t w o  k s ,  

a n d  w i t h  n o n - l i n e a r  o b j e c t i v e  f u n c t i o n s .  He c o n c l u d e s ,  b a s e d  o n  35  
r a n d o m l y  g e n e r a t e d  s a m p l e  p r o b l e m s ,  t h a t  a t  p r e s e n t  t h e  B e n d e r s  a g o r i t h m  

i s  e f f i c i e n t  f o r  s i t u a t i o n s  i n  w h i c h  t h e  i n t e g e r  v a r i a b l e s  r e s u l t  i n  a t  

m o s t  l o 6  c o m b i n a t i o n s  h a v i n g  t o  b e  s e a r c h e d .  

His p r o b l e m s  h a v e  

P r i v a t e  communication, \ l a r c h  1 9 b 7 .  

1 1 1  
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APPENDIX C 

MURTY 'S S O L U T I O N  O F  THE F I X E D - C H A R G E  PROBLEM BY 
R A N K I N G  THE EXTREME P O I N T S  

T h i s  a p p e n d i x  s u m m a r i z e s  l l u r t y ' s  m e t h o d  [?I f o r  s o l v i n g  t h e  f i x e d -  

c h a r g e  p r o b l e m  b y  r a n k i n g  t h e  e x t r e m e  p o i n t s .  2 l u r t y  d e f i n e s  t h e  s u b -  

p r o b l e m  a s  we d o ,  t h a t  i s ,  

M i n i m i z e  

s u b j e c t  t o  A X  2 

x i 0  

( C -  1 )  

He u s e s  t h e  r e s u l t  o f  H i r s c h  and  D a r i t z i g  1 2 1 ,  t h a t  t h e  minimum o f  t h e  

f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m  w i l l  o c c u r  a t  a n  e x t r e m e  p o i n t  o f  t h e  r o r i s t r a i n t  

s e t  ( C - 1 ) .  H i s  o n l y  a s s u m p t i o n  i s  t h a t  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  s u b p r o b -  

lem i s  f i n i t e .  I n  t h i s  c a s e  i t  i s  p o s s i b l e  t o  r a n k  a l l  t h e  e x t , r e m e  

p o i n t s  o f  ( C - 1 )  i i i  i r i c r e a s i n g  o r d e r  or' c X .  

S u p p o s e  t h a t  s u c h  a r a n k i n g  h a s  b e e n  a c h i e v e d .  Thcri i t  i s  p o s s i b l e  

t o  b o u n d  t h e  maximum v a l u e  of  t h e  v a r i a b l e  r o s t s .  

Zk = L a r i a b l e  c o s t  o f  t h e  k t t i  r a n h e d  e \ i t r ~ n i e  p o i n t ,  

0, = f i x e d  c o s t  of t h e  k t h  r a r i k e d  e x t r e m e  p o i n t .  

D o  = a l o s e r  b o u n d  on t h e  f i x e d  ( h a r g e  c o m p o n e n t  
( t h a t  i s ,  Do 5 D, f o r  a l l  k ) ,  

6 =  m i n  (2, - 2, + D, - D o ' ;  
k = l ,  . . . ,  r 

A r  = zr - z ,  

T h e  c o n d i t i o n  f o r  o p t i m a l i t )  I S  

1 !I 
r -  r 
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T h i s  c o n d i t i o n  s t a t e s  t h a t  

T h e  f i r s t  t.wo q u a n t i t i e s  o n  t h e  r i g h t  a r e  t h e  b e s t  s o l r i t i o r i  f o u r i d  tlius 

f a r ,  arid t h e  sc l cond  t w o  a r e  a l o w e r  b o u n d  on t h e  t o t a l  c o s t .  R e a r r a n g -  

i n g  t e r m s  and  c a n c e l l i n g  2, y i e l d s :  

S i n c e  D o  i s  a l o w e r  b o u n d  0 1 1  t l i e  f i x e d  c o s t ,  arid s i r i c e  a 1  1 s i i t ) s e q u e r i t  

r a n k e d  e x t r e m e  p o i n t s  Z r + , ,  . . . , 2 a r e  l a r g e r ,  t h e  c u r r r r i t  b e s t  s o l u t i o n  

m u s t  b e  o p t i m a l .  

M u r t y  p r e s e n t s  a n  a l g o r i t h m  f o r  f i n d i n g  t t i v  a d , j a c e n t  e x t r e i r i r  p o i n t s  

w h i c h  i n v o l v e s  o n l y  o n e - s t e p  p i v o t  o p e r a t i o n s .  T h e  a l g o r i t h m  becomes 

s o m e w h a t  c o m p l i c a t e d  i n  d e g e n e r a t e  c a s e s  w h e r e  s e v e r a  I b a s i c  f e a s i b l e  

s o l u t i o n s  r e p r e s e n t  t h e  same  v e r t e x  I n  t h i s  c a s e ,  a l l  t h e s e  h a s i c  

s o l u t i o n s  m u s t  b e  e x p l o r e d  by b r a n c h i n g  f r o m  t t i e  d e g e n e r a t e  v e r t e x .  

M u r t y  p o i n t s  o u t  t h a t  h i s  a l g o r i t h m  w o r k s  w e l l  when the e x t r e m e  

p o i n t s  o f  t h e  s u b p r o b l e m  a r e  n o n - d e g e n e r a t e  a n d  “ t h e  r a n g r  o f  v a l u e s  o f  

2 f o r  f e a s i b l e  x i s  l a r g e  c o m p a r e d  t o  t h e  f i x e d  c h a r g c s . ”  T h e  I a t t ~ r  

s t a t e m e n t  r e a l l y  i m p l i e s  t h a t  t h e  v a l u e s  o f  2 a r e  l a r g e  c o m p a r e d  t o  t h e  

f i x e d  c h a r g e s  a n d  t h a t  t h e r e  a r e  few e x t r e m e  p o i n t s  w h i c l i  a r e  c l o s ~  ( i r i  

v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o r i )  t o  t h e  o p t i m a l  e x t r e m r  p o i n t . .  Thr e f -  

f i c i e n c y  o f  t h e  a l g o r i t h m  a l s o  i m p r o v e s  w i t h  t h e  r i ( > a r r i e s s  of’ D o  t o  the. 

g r e a t e s t  l o w e r  bound  o f  D , ,  t t i e  f i x e d  c h a r g e s  a s s o c i a t e d  w i t t i  t t i e  v r r t i c e s  
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APPENDIX D 

D E T E R M I N I N G  DUAL V A R I A B L E S  I N  THE F I X E D  CHARGE 
PROBLEM W I T H  T R A N S P O R T A T I O N  COSTS 

To u s e  t h e  H i l l i e r  a l g o r i t h m  f o r  f i x e d - c h a r g e  p r o b l e m s  w i t h  t r a n s -  

p o r t a t i o n  c o s t s  ( S e c t i o n  1 1 1 - F ) ,  i t  was p r o p o s e d  t o  d e c l a r e  a l l  v a r i a b l e s  

t o  be  G r o u p  3 a n d  t o  u s e  t h e  G r o u p  3 p r o c e d u r e s .  The  k e y  t o  t h i s  a p p r o a c h  

i s  t o  b e  a b l e  t o  s o l v e  t h e  s e r i e s  o f  m a x i m i z a t i o n  a n d  m i n i m i z a t i o n  p r o b -  

lems r e q u i r e d  f o r  i n i t i a l i z a t i o n  i n  G r o u p  3 e f f i c i e n t l y .  To t h i s  e n d ,  

t h e  i n i t i a l  s o l u t i o n  i s  n o t  a d d e d  t o  t h e  c o n s t r a i n t  s e t ,  a n d  t he  p r o b l e m s  

a r e  c l a i m e d  t o  r e d u c e  t o  a s e r i e s  o f  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m s .  T h e  p u r -  

p o s e  of t h i s  A p p e n d i x  i s  t o  e x h i b i t  t h e s e  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m s  a n d  

t o  p r o v e  t h e  a s s e r t i o n  t r u e .  

1 .  M i n i m i z a t i o n  

T h e  s e r i e s  o f  m i n i m i z a t i o n  p r o b l e m s  t o  b e  s o l v e d  f o r  k = 1 , 2 ,  . . . ,  

rn a r e  

Minimize yK 

m 

1=1 
s u b j  ec t t o  1 X I ]  2 D] ; 

n 

j = 1, . . .  n 

; i = 1 , 2 ,  . . .  k - 1 

0 2-1 f y, 

- y l l - l  ; 

L = k + 1, . . .  rn 

; i = 1, . . . ,  k - 1 

i = k ,  . . . ,  m 
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Problem D-I 

h a  1 
V a r i a b l e  

o i- 
1 
8 
8 
I 
I 
I 
I 
I 
8 
8 
8 
8 
8 
1 
I 
1 
8 
8 
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1 
8 
8 
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I 
I 
t 
I 
I 
1 
I 
8 
8 
8 
1 
1 
8 
8 

w h e r e  y ,  
f e a s i b l e  s o l u t i o n  a n d  t h e  o t h e r  s y m b o l s  a r e  a s  d e f i n e d  p r e v i o u s l y  

t h r o u g h o u t  t h i  s d i  s s e  r t a  t i o n ,  

i s  t h e  g i v e n  v a l u e  o f  t h e  z t h  0 - 1 v a r i a b l e  i r i  t h e  i n i t i a l  

T h e  d u a l  v a r i a b l e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  e a c h  o f  t h e  c o n t r a i n t s  a r e  

l i s t e d  b e s i d e  t h e  c o n s t r a i n t s .  I n  t e rms  o f  t h i s  n o t a t i o n ,  t h e  d u a l  

p r o b l e m  i s  

n k - 1  k -  1 

s u b j e c t  t o  n - p ,  5 0 ; 1 = 1, . . 
J 

m 7 
l b ,  - T o1 

L - k  

m; j = 1, . . .  n 
P r o b l e m  D-TI 

l b ,  - T o1 
L - k  

m; j = 1, . . .  n 
P r o b l e m  D-TI 

M,p, - c ,  5 0 ; z = k + l ,  . . .  R 

T J >  P , ,  D,  - > 0 ; for  a l l  z ,  J 

E x a m i n a t i o n  o f  P r o b l e m  D - I  shows  t h a t ,  a t  o p t i m a l i t y ,  

n 

s i n c e  t h e  o b j e c t i v e  i s  t o  m i n i m i z e  y k  s o  t h a t  t h e  c o n s t r a i n t ,  

w i l l  b e  s a t i s f i e d  w i t h  e q u a l i t y .  I f  we make t h i s  s u b s t i t u t i o n  f o r  y k  

a n d  s u b s t i t u t e  1 f o r  a l l  y ,  f o r  w h i c h  z 2 k ,  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g  

p r o b  lern : 
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x k  1 
Minimize - E 

M ,  1 - 1  

m 
s u b j e c t  t o  z x GI j = 1 , 2 ,  . . .  n 

1 = 1  1 J  - 

m I’Ioblem D - 1  I I i - 2 x > - M l y l  - 1, . . .  k - 1 
, = I  ‘ I  - 

I J > - M  i = k ,  k + 1, . . .  M - x k J  - 
I 

x > o  f o r  a l l  z ,  j 
‘ I  - 

- 
Here  y ,  = 0 or 1 a n d  a r e  g i v e n  f o r  e a c h  z < k 

T h e  d u a l  o f  p r o b l e m  D-I11 i s :  

k- 1 n 

Maximize 2 D n’ - 2 M,y,o: - 5 Mlp: 
] - 1  1 I 1 = 1  1 -  1 

s u b j e c t  t o  77’ - p: 5 0 j = 1, . . .  n; L = 1 ,  . .  . k - 1,  k + 1, . . .  n 
I 

Problem D-IV 

w h e r e  t h e  p r i m e s  i n d i c a t e  t h a t  t h e  d u a l  v a r i a b l e s  i n  P r o b l e m  1)-IV rnay 

h a v e  d i f f e r e n t  v a l u e s  t h a n  t h o s e  i n  P r o b l e m  D - 1 1 .  I n  [ a c t ,  a c c o r d i n g  

t o  t h e  f o l l o w i n g  T h e o r e m ,  t h e  t w o  p r o b l e m s  a r e  r e l a t e d .  

T h e o r e m .  P r o b l e m s  D - 1  a n d  D - 1 1 1  a r e  e q u i v a l e n t  p r o b l e m s  h a v i n g  t h e  

same v a l u e  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n .  T h e  d u a l  v a r i a b l e s  f o r  t h e s e  

p r o b l e m s  s a t i s f y  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s :  

1 
P, = io; + - 

M k  

1 1 8  



P r o o f .  I t  w a s  p o i n t e d  o u t  a b o v e  t h a t  f o r  P r o b l e m  11-1, 

a t  o p t i m a l i t y .  T h e  r i g h t - h a n d  s i d e  i s  a l s o  t h e  f o r m  o f  t h e  o b j e c t i v e  

f u n c t i o n  f o r  P r o b l e m  D-111. I t  r e m a i n s  t o  b e  s h o w n  t h a t  t h e  o b j e c t i v e  

f u n c t i o n s  a r e  e q u a l .  E x a m i n a t i o n  o f  P r o b l e m s  D-I a n d  11-111 s h o w s  tha t ,  

t h e  c o n s t r a i n t s  a r e  i d e n t i c a l  f o r  a l l  L < k .  For  I, 2 k ,  s i n c e  x i 0 
a n d  s i n c e  y c a n  r a n g e  f r o m  0 t o  1 ,  t h e  c o n s t r a i n t s  

1 1  - 

n 

i n  P r o b l e m  D - I  c a n  b e  w r i t t e n  a s  

B u t  t h i s  i s  p r e c i s e l y  t h e  c o n s ~ r a i n t  i n  l ' r ob le rn  D - 1 1 1 .  H e n c e ,  s i n c e  

t h e  c o n s t r a i n t s  i n  t h e  t w o  p r o b l e m s  a r e  e q u i v a l e n t ,  t h e  p r o b l e m s  m u s t  

h a v e  e q u a l  m i n i m a .  

By t h e  d u a l i t y  t h e o r y  of l i n e a r  p r o g r a m m i n g ,  t h e  o b j e c t i v e  f u n c -  

t i o n s  o f  P r o b l e m  D-I a n d  i t s  d u a l ,  P r o b l e m  D - T I ,  a r e  e q u a l  a t  o p t i m a l i t y .  

S i m i l a r l y ,  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n s  o f  P r o b l e m s  D - I 1  a n d  D - I V  a r e  e q u a l  

a t  o p t i m a l i t y .  S i n c e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n s  o f  P r o b l e m s  D - T  a n d  D - 1 1 1  

a r e  a l s o  e q u a l  a t  o p t i m a l i t y ,  we c o n c l u d e  t h a t  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n s  

of P r o b l e m s  D - I 1  a n d  D - I V  m u s t  b e  e q u a l  a t  o p t i m a l i t y .  T h a t  i s ,  

n k -  1 k -  1 Y 

1 n  n k - I  n 
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S u p p o s e  t h a t  w e  h a v e  s o l v e d  P r o b l e m  D - I V .  I f  we s e t  

a n d  

c L = 0  f o r  i < k  , 

t h e n  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n s  o f  P r o b l e m s  D - I V  a n d  D- I1  a r e  e q u a l .  

m u s t  s t i l l  show t h a t  t h e  c o n s t r a i n t s  o f  P r o b l e r n  11-11 a r e  s a t i s f i e d .  

We 

S i n c e  

77' - i', ' - < 0 f o r  i # k ,  a l l  J , 
I 

s u b s t i t u t i n g  77 a n d  p ,  y i e l d s  
J 

77 - P L  - < 0 f o r  z # k ,  a l l  J . 
J 

S i n c e  

1 
I Al 

n' - 0; 5 - f o r  a l l  J , 

s u b s t i t u t i n g  li J a n d  k k  = ( l / M k )  f o r  n i  I a n d  i , ;  y i e l d s  

o r  

S u b s  t i t u t  i rig 

i m p 1  i e s 

M k U k  - CT = V k L ;  + w k p ;  = 1 .  
k 

1 2 0  



i s  s a t i s f i e d .  F i n a l l y ,  s u b s t i t u t i n g  U ,  = M l p l  = h f l p l  f o r  L > k s h o w s  

t h a t  M l p l  = U ,  5 0 i s  s a t i s f i e d ,  w h i c h  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f .  

n 

M , y ,  - 1 X i J  2 0 , L = k + 1, . . .  n ; 
J = 1  

- y ,  L - 1  , L =  k +  1, . . .  n ; 

2 .  M a x i m i z a t i o n  

F o r  m a x i m i z a t i o n  a n  e n t i r e l y  a n a l o g o u s  a r g u m e n t  h o l d s .  F o r  c o n -  

v e n i e n c e ,  t h e  m a x i m i z a t i o n  of' y k  w i l l  b e  w r i t t e n  i n  i t s  e q u i v a l e n t  f o r m  

a s  t h e  m i n i m i z a t i o n  o f  ( -  y k ) .  'The p r i m a l  p r o b l e m  i s  

Minimize ( -  y k )  

s u b j e c t  t o  

T h e  d u a l  o f  P r o b l e m  D - V  i s  

n k - 1  n 

Maximize 
1 = 1  i ' k + l  

P r o b l e m  D - V I  

s u b j e c t  t o  vI - p, - < 0 , L = 1,  . . .  rn,  j = 1 ,  . . .  n , 

Mk,'k - Ok 5 - 2 

M, ,Q,  c, 5 0 , L = k + 1, . . .  rn , 

T J ,  c, 1 0 

1 2 1  



A s  i n  m i n i m i z a t i o n ,  a t  o p t i m a l i t y ,  

a n d  t h e  f o l l o w i n g  e q u i v a l e n t  p r o b l e m  a n d  i t s  d u a l  c a n  b e  w r i t t e n :  

1 "  5 ' k ]  ' Minimize - - 
Mb 1 - 1  

s u b j e c t  t o  m 

C x  > D J  , = 1, . . .  n 
1 = 1  L J  - 

n P r o b l e m  D - V T T  

n 

- Z x > - h l l j  I , z = l ,  . . .  k - 1  ; 
1 1  - 

I > - M I  , L = k ,  k + 1 ,  . . .  n - 1 X L l  - 
J =1 

I 

x > o .  
1 1  - 

n k -  1 n 

s u b j e c t  t o  

71' - p;  2 0 , z = 1 ,  . . .  k - l , k + l ,  . . .  r~ ; 
I 

j = 1, . . .  n ; 

1 
> - -  , j = 1, . . .  n ; -J - P; - 

M k  

1 P r o b l e m  D - V I 1 1  

T h e  f o l l o w i n g  T h e o r e m  s h o w s  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  P r o b l e m s  11-V a n d  

D - V I I .  

1 2 2  



8 
1 
1 
I 
I 
I 
8 
I 
I 
8 
I 
I 
8 
8 
8 
8 
II 
I 
8 

rnl - ~ n e o r e m .  r r o b i e m s  V - V  a n d  D-Vll a r e  e q u i v a l e n t  p r o b l e m s  h a v i n g  

t h e  s a m e  v a l u e  o f  t h e  o b , j e c t i v e  f u n c t i o n .  T h e  d u a l  v a r i a b l e s  f o r  t , h e s e  

p r o b l e m s  s a t i s f y  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s :  

77 = T I  , j = 1, . . .  n ; 
I J 

0, = 0 , r < k  

P r o o f .  T h e  p r o o f  o f  t h i s  t h e o r e m  i s  i d e n t i c a l  t o  t h a t  f o r  t h e  

p r e v i o u s  t h e o r e m ,  e x c e p t  f o r  s h o w i n g  t h e  r e l a t i o n s  b e t w e e n  p r i m e d  a n d  

u n p r i m e d  d u a l  v a r i a b l e s .  

A s s u m e  t h a t  P r o b l e m  D - V I 1 1  h a s  b e e n  s o l v e d .  We f i r s t  s h o w  t h a t  

A s s u m e  t h a t  p; - ( l / M k )  < 0 .  
t h e  a s s u m p t i o n  i m p l i e s  t h a t  71' < 0 .  T h i s  i s  a c o n t r a d i c t i o n ,  b e c a u s e  

7; 2 0 .  

T h e n ,  s i n c e  71' I 5 p i  - ( l / M k ) i s  s a t i s f i e d ,  

I 

H e n c e  pk L 0 .  

S i n c e  7' - p :  5 0 f o r  L # k a n d  a l l  J ,  s u b s t i t u t i n g  T I a n d  ,u1 y i e l d s  
7 J - ' 1  - < 0 lfor L # k a n d  a 1 1  J .  

t u t i n g  f o r  .ii: a n d  p ;  y i e l d s  71 

F o r  z = k ,  71; - p i  5 - ( l / M J .  S u b s t l -  

- [ p k  + ( l / M k ) ]  5 - ( l / M k )  o r  nl - p k  5 0 .  I 

S u b s t i t u t i n g  f o r  p k  a n d  uk y i e l d s  

a n d  s u b s t i t u t i n g  f o r  p ,  a n d  D ,  ( L  k )  y i e l d s  M l p l  - = 0. 
H e n c e ,  a l l  c o n s t r a i n t s  i n v o l v i n g  u 1  a r e  s a t i s f i e d ,  w h i c h  c o m p l e t e s  t h e  

p r o o f .  

123  



1. 

2 .  

3 .  

4. 

5. 

h .  

7 I .  

8.  

9.  

10.  

11. 

12 .  

13. 

14. 

15. 

10 . 

1 7 .  

18. 

19.  

20. 

REFERENCES 

hl.  A. Efroymson and T. 1.. Hay, “ A  Hrarich-I3ound Algor i thm f ( i r  L’larit I . o c a t i ~ i n , ”  O p e r a t i o n s  
R e s e a r c h ,  Vol. 14, Y(1. 3 ,  pp. 361-308 (5lay-June l O ( h ) .  

W. M .  H i r s c h  and G. R. Dari tz ig ,  “The Fixed  Char  e ProLlm” Rand C ( ~ r p u r a t i m  Aletrio P-1~1.8, 
The Rand ( :orporei t ion,  S a n t a  Monica,  C a l i f o r n i a  ? I  I ) , , (  priiher 1951) .  

A. A. Kuehn and M .  J .  Hamburger ,  “ A  lleitr i s t  i r  I’rugratii f o r  1,ocatirig W a r e h o i i s e s , ”  Managr- 
ment  S c i e n c e ,  V o l .  9 ,  No. 4,  pp. O 4 ’ 3 b f ) ( i O  ( J i I Iy  lOG:3). 

A. S .  hlann(: , I ‘  P1 ant I.oc a t  i on  linder I+on orni e s  o f Sca l e  - l k c e n  t r a  1 i z a  t. i on arid ( h r i p i i  t a t  i on , ” 
Management  S c i e n c e ,  V o l .  11, No. 2 ,  pp. 213-235 (November 1904) .  

E .  Fe ldman,  F. A.  I x h r e r ,  and T. L. Hay,  “Warehouse l a c a t i o n  u n d e r  ( :on t inuo i~s  Icononl ies  
o f  S c a l e , ”  Management S c i e n c e ,  V o l .  1 2 ,  No. 9 ,  1111. 070-h84 (May I O f i O ) .  

M .  L. B a l i n s k i ,  “ F i x e d  C o s t  T r a r i s p o r t a t i o r i  P r o b l e m s , ”  N a v a l  R e s e a r c h  L o g i s t i c s  V t i a r t ~ r l y ,  
Vol. 8 ,  V O .  1 ,  pp .  41-54  (hlarch 1501) .  

K .  G. Filurty, “ S o l v i n g  t h e  F ixed  Charge  Problem by Hnnkirig t h e  Extreme P o i n t s ”  O p e r a t i o n s  
R e s e a r c h  Center  Report, 6 6 - 7 ,  U n i v e r s i t y  o f  C a l i f o r n i a - B e r k e l e y  O p e r a t i o n s  Research  C e n t e r  
(March 1 9 6 0 ) .  

J .  F. B e n d e r s ,  “ P a r t i t i o n i n g  P r o c e d u r e s  f o r  S o l v i n  M i x e d - V a r i a b l e s  Programming Problems,  ” 
N u m e r i s c h e  M n t h e m a t i k ,  Vol.  4 ,  No. 3 ,  pp. 238-2.52 ?October  1 9 6 2 ) .  

R. D. Smallwood, “Min imas  D e t e c t i o n  S t a t i o n  P l a c e m e n t , ”  O p e r a t i o n s  R e s e a r c h ,  Vol.  1 3 ,  Vo. , I ,  
pp.  632-646 ( J u l y - A u g u s t  1965) .  

G. B. D a n t z i  L i n e a r  Programming  and Extensions ( P r i n c e t o n  U n i v e r s i t y  P r e s s ,  I ’ r ince ton ,  
N e w  . J e r s e y ,  f b 6 3 ) .  

F. S. H i l l i e r ,  “ A n  Opt imal  Bound-and-Scan A l g o r i t h m  f o r  I n t e g e r  I.iriear I’rogrammlng,” 
Depar tment  of  I n d u s t r i a l  Fngineer i r i  T e c h n i c a l  R e p o r t  3o. 3 ,  St a n f o r d  U n i v e r s i t y ,  
S t a n f o r d ,  C a l i f o r n i a  (August  19 ,  19fA) .  

“Opt imal  S e e k i n g  wi th  Branch and R o u n d , ”  Management  S c i r n c e ,  V o l .  1 3 ,  ho. 4 :  
176-R-185 (December 1966) .  

E. L .  I.awler and D. E .  hood,  “Brancl i -and-Round Wethods: A S u r v e y , ”  O p e r a t i o n s  R e s e a r c h ,  
V o l .  1 4 ,  No. 4 pp. 090-119 ( J u l y - A u g u s t  1 9 6 6 ) .  

S. K a r l i n ,  M a t h e m a t i c a l  M e t h o d s  and T h e o r y  t n  Games ,  P r o  ramming,  
Wesley P u b l i s h i n g  Company, Cambridge,  M a s s a c h u s e t t s ,  1958) .  

I f .  E v e r e t t ,  111, “ G e n e r a l i z e d  LaGrange M u l t i p l i e r  Slethod f o r  S o l v i n  Problems of  Optimum 
A l l o c a t i o n  of  R e s o u r c e s , ”  O p e r a t i o n s  R e s e a r c h ,  V o l .  11, No. 3 ,  rip.  f99-417 (\lay-.Iune 1963) .  

S. Glicksrnan,  L. .Johnson, and 1,. E s e l s o n ,  “Coding  t h e  T r a n s p o r t a t i o n  P r o b l e m ,  ” N a l J a l  
R e s e a r c h  Logistics Q u a r t e r l y ,  Vol .  7 ,  Y o .  2 ,  pp. 169-183 ( J u n e  1 9 6 0 ) .  

b:. B a l a s ,  “ D u a l i t y  in D i s c r e t e  Programming,  ” O p e r a t i o n s  R e s e a r c h  I louse ,  Techrii c a l  Repor t  
6 7 - 5 ,  S t a n f o r d  L l n i v e r s i t y ,  S t a n f o r d ,  C a l i f o r n i a  (Augus t  1 9 6 7 ) .  

and  Economics (Addison-  

R. E. Gomor 
No. 3 ,  pp .  121-550 ( J u l y  1000) .  

and  W. J .  Baumol, “1nt .eger  Programming and P r i c i n g , ”  E c o n o m e t r i c a ,  V o l .  28,  

R. E .  A l c a l y  and A.  li. l i l e v o r i c k ,  “ A  U o t e  on t h e  Dual  P r i c e s  o f  I n t e g e r  Programis ,”  
E c o n o m e t r l c a ,  Vol. 3 4 ,  N o .  1 ( J a n u a r y  1 9 0 6 ) .  

M. L. B a l i n s k i ,  “ I n t e  e r  P r o  ramming: Methods ,  Uses, Cornputat i o n , ”  Management  S c i e n c e ,  
Vol .  1 2 ,  No. 3 ,  pp. 2!3-314 fNovember 1 9 6 5 ) .  

124  

I 
8 
8 
I 
I 
I 
8 
8 
I 
I 
I 
I 
1 
1 
8 
I 
I 
I 
1 



* 

8 
8 

8 
8 
I 
I 
8 
1 
I 
I 
I 
1 
1 
8 
I 
1 
I 
I 

m 
I 

22.  F. S. l l i l l i e r  and 51. M. ( h n t l o r s ,  “ O u a d r a t i c  Assi rirrient I’roblem i Z 1 g o r i t l i m s  a r i d  t h e  
I .oca t ion  o f  I n d i v i s i b l e  F a c i l i t i p s , ”  Mnnagemen t  f ’ c t c n c e ,  Veil. I , < ,  L o .  I ( S r l i t r t n l i r r  l ‘ ) O O J  
pp. 1,2-57.  

23 .  1’. S. h y e r ,  “The Direct  Solu t ion  o f  t h e  Trar ls l ior taLion I’rot)leni w i t h  l bd i i c f ,d  \ I : i \ r  i c ( . h , ”  

Management  S c z r n c e ,  V o l .  13, Yo. I ,  l ip. 77-08 (September  I‘JfiO). 

24.  I I .  W .  Kahn arid W. . I .  Rautnol ,  ‘‘An Al~proximat ive  A l g o r i t h m  f o r  Lhe  l ixed-( : t iargc. .s  Tr i i i i s  
p o r t a t i o n  I’roblem,” N a v a l  R e s e a r c h  L o g t s t t c s  Q u a r t e r l y ,  V c ) l .  9 ,  \ o .  I ,  111). I - I ~ I  
(March 1 9 0 2 ) .  

125 



I 
I 

I 
1 



L I N W  A 

R O L I  - 

i 

W l  -- 
L I N ~  R 

R 0 I. W T  


